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Automates a états finis

« Automate ou Machine
— Ang. Automaton / Machine

 Automates ou Machines
— Ang. Automata / Machines ...

« Automates (a états) finis déterministes
— Ang. Deterministic Finite Automata (DFA)
« Automates (a états) finis non déterministes
— Ang. Nondeterministic Finite Automata (NFA)
 Automates a pile
— Ang. Pushdown Automata (PDA)
 Machines de Turing
— Ang. Turing Machines



Automates a états finis

« Exemple concret
— Machine a café dans le hall du déambu (pas sans contact)
— Barriére de péage du périph’ (pas liber-t ...)
— Laverie (pas sans contact)



Automates finis déterministes

Simulation d'une machine tres simple :
— Mémorisation d'un etat

— Programme sous forme de graphe étiqueté indiquant les transitions
possibles

« Cette machine lit un mot en entrée
« Ce mot décrit une suite d'actions et progresse d'état en état

« Sile dernier état est un état acceptant et que le mot a été
entierement lu, on dit que le mot est accepte

= Un automate permet de reconnaitre un langage



Automates finis déterministes

a | b b a
"fait” . téte de lecture
di
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« Un état dépend uniquement

— De I'état précéedent
— Du symbole lu




Automates finis déterministes

« Un automate deterministe fini est le quintuplet M = (K, %,6,s,F) ou :
— K : ensemble fini (non vide) d'états
— X : alphabet (ensemble non vide de symboles)
— 0 :fonction de transition : K X ¥ —» K
d(q,0) = q' (q' : état de I'automate aprés avoir lu la lettre &
dans ['état q)
— s:efatinitial:s € K
— F : ensemble des états finaux (acceptants) : F ¢ K

« Si 6 est une application, alors 'automate est complet



Automates finis déterministes

« Exécution b

La machine

— lit a (qui est ensuite oublié),

— passe dans I'état o(s, a) et avance la téte de lecture,

— répete cette étape jusqu'a ce que tout le mot soit lu ou plus de transition
applicable

« La partie déja lue du mot ne peut pas influencer le comportement a
venir de l'automate
—> d'ou la notion de configuration



Automates finis déterministes

« Configuration
— état dans lequel est l'automate
— mot qui lui reste a lire (partie droite du mot initial)

 Formellement
une configuration est un élément quelconque de K x **

« Exemple
sur I'exemple précédent, la configuration est (q,, cabaa)



Automates finis déterministes

« Le fonctionnement d'un automate est décrit par le passage d'une
configuration C; a une configuration C,

 (,estdéterminée
— en lisant un caractere
— et en appliquant la fonction de transition

« Exemple
— (qzcabaa) > (g3 abaa) sid(q2¢) = q3



Automates finis déterministes

 Un automate M détermine une relation binaire +,, entre
configurations définie par :

— (q,w) +y (@, W) ssi 30 €X telque w=ow
et 0(q,0)=¢q

« Onditalors qu’on passe de (q,w) a (qg',w’) en une étape

10



Automates finis déterministes

* On note ), la fermeture transitive réflexive de +,, :

(q,w) Fy (q',w) signifie qu'on passe de (q,w) a (¢’,w') en zéro, une ou
plusieurs étapes

* | Un mot w est accepte par M ssi (s,w) +,, (q,€),avecqg € F

 Le langage accepté par M est I'ensemble de tous les mots acceptes
par M

Ce langage est noté L(M)
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Automates finis déterministes

« Exemple M =

- K={q0’ q1}
— X ={a, b}

— F ={qo}

final

start

(K,%,0,s,F)
0: q | o | &(q, o)
Qo | @ | Yo
Qo | b | 94
i ] a | 9y
q:| b | g

ST
pecuiibe

a|b
Jo| 90| 94
d11 d1 ] o
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Automates finis déterministes

e« L = (ab U aba)”
Automate déterministe non complet :

C a b 4
Jo qIQ @W q3@

Automate déterministe complet :

—O)——0O) ©
Jo d J2 ~_b “aq
b a b

CMQQ a, b
13




Automates finis non deterministes
« Remplacer la fonction ,, (ou ) par une relation

« Une relation, c’est beaucoup plus général qu’une fonction
—> on a ainsi une classe plus large d’automates

— Dans un état donné, on pourra avoir :

o

IS
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Automates finis non déterministes

L = (ab U aba)’
Automate déterministe : a

—0——0——0 ©

qdi d> W ds

Automate non déterministe :
a
—(0) as
Jo W
b

a

qu
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Automates finis non déterministes

« Un automate non déterministe fini est le quintuplet M = (K, X, A, s, F) ou
— K : ensemble fini (non vide) d'états
— X : alphabet (ensemble non vide de symboles)
— A :relation de transition : K X £ x K
(q,0,9") € A:oc —transition (c € X)
— s:efatinitial: s € K
— F : ensemble des états finaux (acceptants) : F ¢ K

* hormis A, le reste est identique a la formulation déterministe

« A peut-étre définie comme une application K XX — P(K)
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Automates finis non déterministes
« Une configuration est un élément de K x X",

« Un automate M détermine une relation binaire -,, entre configurations
définie par :
— Fy < (K X X%)?
— (q,w) +y (@, W) ssi 3o €X telque w=ow'
et (q,0,9)€EA
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Automates finis non déterministes

* I, estune relation et non plus une fonction (automates déterministes)

Pour une configuration (g, w), il peut y avoir plusieurs configurations (q’, w’)
(ou aucune) tel que (q,w) Fy (¢, W)

« On note comme avant +,, la fermeture transitive réflexive de +,,

« | Un mot w est accepte par M ssi (s,w) +y (q,¢),avecqg € F

 L(M) est le langage de tous les mots acceptes par M

18



Automates finis non déterministes avec transitions
spontanées

« Ajout de transitions vides
— Il est possible d’étiqueter une fleche par le symbole «.

» Autre formulation encore plus intuitive (?) de I'automate précédent :

@ﬂ%ql

o
£

b

qu

a
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Automates finis non déterministes avec transitions
spontanées

Un automate non déterministe fini avec transitions spontanées est le
quintuplet M = (K,%,A,s,F) ou .

— K : ensemble fini (non vide) d'états

— X : alphabet (ensemble non vide de symboles)

— A :relation de transition : K X (Zu {e}) X K

(q,0,9") € A: o —transition (c € X)
— s:efatinitial:s € K
— F : ensemble des états finaux (acceptants) : F ¢ K

hormis la relation, la définition est identique a la formulation
déterministe et a la formulation non déterministe
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Automates finis non déterministes avec transitions
spontanées

« Si(q,5,q9") € A:onaune ¢ —transition (transition spontanée)
- On passe de g a q’ sans lire de symbole dans le mot courant.

» Une configuration est un élément de K x X*

» M décrit une relation binaire entre configurations qu’on note ,, :
(g, w) by (g, W)
ssi il existe un mot d’au plus une lettre u € XU {¢}
telque w = uw’
et (qu,q) € A
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Automates finis non déterministes avec transitions
spontanées

* I, estune relation et non plus une fonction (automates déterministes)

— (q, ¢€) peut étre en relation avec une autre configuration (apres une
¢ —transition)

— pour une configuration (g, w), il peut y avoir plusieurs configurations +,, (ou
aucune) telles que (q,w) Fy (¢, W)

* On note comme avant ), la fermeture transitive réflexive de

* | Un mot w est accepte par M ssi (s,w) +y (g,¢),avecqg € F

« L(M) est le langage de tous les mots acceptes par M
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Et maintenant ?

Déterministe ou non déterministe ?
— Méme classe de langages reconnus
— Donc équivalents

Langages rationnels et langages reconnus par les automates finis ?
— Méme classe de langages

Un langage est-il rationnel ?
— Preuve de rationalité

Un automate est-il minimal ?
— Automate standard

23



Elimination du non-déterminisme

» Définition
— 2 automates finis M et M’ (déterministes ou non) sont équivalents
ssi L(M) = L(M")

« Théoreme
Pour tout automate non deterministe,
il existe un automate deterministe equivalent,
et il existe un algorithme pour le calculer

Cet algorithme est appelé déterminisation d'un automate

24



Elimination du non-déterminisme
Preuve

« SoitM = (K, %, A, s, F) un automate non déterministe
* Probléme : déterminer M’ = (K', %, 6',s', F") déterministe

 Démarche
1) Méthode pour construire M’

2) Montrer
« M’ déterministe (par construction : trivial)

« M’ équivalenta M

25



Elimination du non-déterminisme
Preuve

e |ntuition

— Pour toute lettre o de X, on considére I'ensemble des états qu'on peut
atteindre en lisant o

— On rassemble ces états et on considére des états étiquetés par des
partiesde K (P(K))

— L'état initial de M’ est I'ensemble des états atteignables en ne lisant
aucune lettre

— Les états finaux de M’ sont les parties (atteignables) de P(K) contenant
au moins un état final de M

26



Elimination du non-déterminisme
Preuve a

/\ €

« Exemple O

g
do Qi q3
a
b e
a & a b
o — do do = 41— (o O
& a
s 972 917 da 9 Q@
qs o= (41— qa— Q3
& a &
q1 Qo= 41— qo— q1
& a & &
, ) CIO:‘h_)QO_)CIl_)CIZ
o — ) do — (4>
£ & b
44 o= 41 = (42— (4
£ & b &
qs o= (41 (42—~ 44— (3

état initial : {qo, 94, 92, 93}
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Elimination du non-déterminisme
Preuve

* Prise en compte des e-transitions : e-cloture
« Soit g € K, on note E(q) I'ensemble des états de M atteignables

sans lire aucune lettre :
E(q) = {p€EK: (q¢) Fy (pe)}

E(q) est la cloture de {q} par la relation binaire {(p,r) | (p,&,7) € A}

« Construction de E(q)

E(q) = {q}
tant que il existe une transition (p,e,7) € Aavecp € E(q)etr & E(q)

E(q) := E(q) U {r}
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Elimination du non-déterminisme
Preuve

« Onobtientdonc M’ = (K',%,6',s’, F") déterministe
- K' = P (K)
— s' = E(s)
~FF={QcK:Q0nF % ¢}
~ 8 = P(K)XZ - P(K)

VQ c K,Va € %, §(Qa) =U{E(P)| q € Q: (q,a,p) € A}

5'(Q,a): ensemble de tous les états de M dans lesquels M
peut aller en lisant a (y compris ¢)



Elimination du non-déterminisme

Exemple

—0)

———1 90> 91> 92» 93}

/\ e

do (hQ
a
b J &

R®

b

a
{q09 d1> 92, 93> q4} Q a

/

{q29 ds3, q4}

a,b

{43, 94}

()a



Elimination du non-déterminisme
Autre exemple @Qa )

> = {a,b,c} /h

L(IM) = (aub)'u(buc)'U(auUc) HQ e @Qa,c

Jo \lz
© q3@®b, c 4 états

53@ 5 Q)3 8 états

On
31



Elimination du non-déterminisme
Généralisation

2 = {al, az,...,an}
2 = X — {ay}

5 =3 - {a)

> L(M) = UL X}

ceey Ai1y Aj41s -5 Ap

ceey Ay, A

32



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

* Proprieté de stabilité des langages reconnus par des automates
finis.

« Théoreme
La classe des langages acceptés par les automates finis est stable par :
* Union
» Concaténation
» Fermeture itérative ordre de la démonstration
» Complément
» [Intersection v

* Preuve constructive
— Construction de 'automate pour chaque opération

33



Lien avec les langages rationnels

Stabilité
 Union
Ll — L(Ml) Ml — (Kl' Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L, = L(M;) M, = (K, %, Ay 85, F) 2 Hyp.KinK, = O

Posons stelques € K,ets & K,.
>M,: ({sJUK{ UK, 2,ALUA,U{(s,¢,59),(5,¢5,)}, 8, FLUF,)

w € L(M.) < (5,w) by (syw) by (f1.8) (f1 € Fy) €L
ou
(5,w) by (SpW) by (F2€) (fz € Fa) <L,

<S> weL VL,

9 L(MU) - L1 U L2
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Lien avec les langages rationnels
Stabilite

« Concaténation

Ly
L,

L(Ml) Ml — (Kll Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

>M,: (KiOUKLE A UAU{(fie52) | fi € Fi},51,F3)

->L(M,) =L{L,

35



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

 FEtoile de Kleene
Ll — L(Ml) Ml — (KliziAleli Fl)

Posons s tel que s € K,
P>Mg: (KO {shE A U{(s, &5} U{(fies) | fi € Fihs,Fi1 U {s})

> L(MK) — Ll*

36



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

« Complément
L, = L(My) My = (K1, 2, Ay, 51, Fy)
>M_: (K,%A,s,—F) avec=F; = K- F;
> L(M_) = =L,

Attention M, doit étre deterministe et complet

b b
ex non det. : @}N@Q ab 3 MQ a,b
E E

L(M) = (a U b)* L(M-) = {&}

ex non complet : @ ° @Q ab MQ b

L(M) = a (a U b)* L(M.) = {&} 37




Lien avec les langages rationnels
Stabilite

 Intersection

Ly
L,

L(Ml) Ml — (Kl' Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

* Deux méthodes:

— L(M{) nL(My) = L(M;) v L(My)

— Automate produit, avec M, et M, deterministes et complets

* M, : (K;XK3Z {(p1,02),0,(q1,92)) | (P1,0,q1) € Ay et (p3,0,q2) € Ay},
(S1,82), F1XF3)
» Quadratique en le nombre d’états

9 L(Mn) - L1 N Lz
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Lien avec les langages rationnels
Stabilite

 Retour sur l'union

Ly
L,

L(Ml) Ml — (Kl' Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

Posons stelques € K,ets & K,.
>M,: ({sJUK{ UK, 2,ALUA,U{(s,¢,59),(5,¢5,)}, 8, FLUF,)

* Autre meéthode :
— Automate produit, avec M;et M, deterministes et complets

* My: (KiXKyZ {(Pup2),0,(91,92)) | (p1,0,q1) € Ay et (p2,0,q2) € Az},
(51,52), Fy XK, U Ky XFy)
* Quadratique en le nombre d’états

9 L(MU) - L1 U L2
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Lien avec les langages rationnels
Stabilite

* Automate produit — intersection

Ly
L

L(Ml) Ml — (Kll Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

— Automate produit, avec M;et M, deterministes et complets

* Mn: (KiXKpZ {(p1r2),0,(q1,92)) | (P1,0,q1) € Ay et (p2,0,q2) € Ay},
(S1,52), F1 XF)
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Lien avec les langages rationnels
Stabilite

« Automate produit — union

Ly
L

L(Ml) Ml — (Kll Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

— Automate produit, avec M;et M, deterministes et complets

* My: (KiXKpZ {(p1r2),0,(q1,92)) | (P1,0,q1) € Ay et (p2,0,q2) € Ay},
(s1,52), F1 XK, U Ky XF,)

41



Lien avec les langages rationnels
Inclusion des classes de langages

« Théoreme
La classe des langages acceptés par les automates finis contient les langages
rationnels.

« Exemple
(ab U aba)’

—0*©
—0*-©

w  —O=000

s —O+00+0-0*0
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Lien avec les langages rationnels

Inclusion des classes de langages

Exemple
(ab U aba)’

ab U aba

(ab U aba)’

O

43



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Théoreme
Un langage est rationnel ssi il est accepté par un automate fini.

* Preuve

On suppose qu'on a numeéroté (ordonné) les états.
Soit M = (K, X, A s, F) un automate fini (déterministe ou non). |[K| = n.

K={q1vq2..qn}, s = @1

Le langage reconnu par M est la reunion de tous les langages reconnus en
parcourant tous les chemins possibles dans le graphe.

> A chaque chemin allant de s a f (€ F), on associe le langage trouvé.
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Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Onpose R(i,j, k) =l'ensemble des mots obtenus par lecture de
l'automate M
— en partant de I'état ¢g;,
— en arrivant dans I'état g; (avec le mot vide),
— en ne passant que par des etats intermediaires dont le numeéro est < k.

 R(i,j, k) estunlangage

* R(i,j, k) ={w|(q;,w) Fy (q;,€) sans passer par des états
intermédiaires dont le numéro est > k}

R(i!j' Tl) = {W | (QiJW) I_T\/I (qj' 8)}

L(M) = U R(1,i,n)

L|qi;EF 45



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

* R(i,j, k) estunlangage rationnel dont on peut calculer la representation
par récurrence sur k.

* Preuve

R(i,j, k) = R(i,j,k— 1) UR(, k,k—1). (RUk,k, k — 1)) .R(k,j,k — 1)

 Exemple

46



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Forme speciale de M (L(M) inchangé) :
— Un seul état final f
— Si(p,o,q) €A, alorsp + fetqg+s (pasderetourde f ou vers s)

e s=gq,_,etf=gq,,alors L(M) =R(n—1,n,n)
« Exemple 5




Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
— R(i,j,0) - étiquettes sur les fleches.
— Principe : calculer R(6,7,7)
R(6,7,7) =R(6,7,6) U R(6,6,6) R(6,6,6)" R(6,7,6)
=R(6,7,5) U R(6,5,5)R(5,5,5*R(5,7,5) U ..

Fastidieux = = on calcule les R(i, j, k) de proche en proche.

= On supprime g, (ce qui revient a calculer R(i,j, 1))
= On supprime g, (ce qui revient a calculer R(i, j, 2))




Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Regles de suppression d’'un état g,
— Pour chaque paire d'états q; # q et q; # qx pour lesquels il y a une fleche
de q; a qy étiquetée par A et une fleche de gy a q; étiquetée par B
 On ajoute une fleche de g; a q; étiquetée par A.C*. B, ou C est I'étiquette de la
fleche de g, a q; ; s’il n'y a pas de fleche de g, a g, C = @, donc C* = {¢}, la
fleche de q; a q; est donc étiquetée par A. B

- S'il'y a déja une fleche de q; a q; étiquetée par D, I'étiquette devientD U A.C*.B
— Pour chaque paire d'états q; # q et q; # qx pour lesquels il y a une fleche
de g; a q; étiquetée par D et pas de fleche de q; a g, ou de gy a q;
« Letiquette de q; a g; reste D
— On supprime g, et toutes les fleches entrantes et sortantes

CIF oy o g
(e
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Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
R(i,},0) /\ £
a b \ :
()£ :
©) O

On supprime g,

(46, 92) (96,95) (46,97) Oa,b

On obtient R(i,j,1)

50



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
@ &

On supprime g,

(96, 93) (46, G5) Q ab

(94,93) (q4,95)

On obtient R(i, ], 2)

51



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
R(LJ2) aa N\ 7
() £
) O

On supprime g3

(96, 94) (96,95) (96, q7)
(94,94) (44,95) (92, 97) \_)ab

On obtient R(i, ], 3)

() aba

7
4 sUbUab @

aa U (b U ab)b O(b U ab)a

b U aa Uabb

52



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
R(i,j,3) N
7
A aba eUbUab
(© ‘ ©

b U aa U abb
On supprime g,

(q6,95) (q6,97)

aa U (b U ab)b (b U ab)a

On obtient R(i, ], 4)

2 (e U ab) U (aba((b U ab)a)*(s Ub U ab)) @S

N
W) U (aba((b U ab)a) (aa U (b U ab)b))

Qa,b

53



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

 Exemple

R(i,j, 4)
2 (¢ U ab) U (aba((b U ab)a) (¢ U b U ab))

N
On supprimN%) U (aba((b U ab)a)*(aa U (b U ab)b))

Oa,b
e

On obtient R(i, ], 5)

) (¢ U ab) U (aba((b U ab)a) (¢ U b U ab))

—/

Donc R(6,7,5) = R(6,7,7) = L(M) = € U ab U aba(ba U aba)*(¢ U b U ab)
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Contexte a droite relativement a un langage

« Définition
Soit L < X* un langage
On définit pour un mot u € X* son contexte a droite relativement a L :

R(u={zeX*|uzel}

55



Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Equivalence des mots suivant un langage

» Définition
Soit L < X* un langage et x, y € £* deux mots.

On dit que x et y sont équivalents suivant L, et on note x =,

si pour tout mot z de X* :
xzelssiyzel

* Propriéte
~_est une relation d’equivalence

On note [w], la classe d’équivalence du mot w.

56



Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Equivalence des mots suivant un langage

« Exemple L = (ab v ba)*
Chercher les classes suivant ~ dans **

—_ [g] = |

— [a] = La

— [b] =Lb

— [aa] =L (aa U bb) *
— [bb] = [aq]

— [bba] = [aa]

— [aaa] = [aa]

— [@ab]=L=[ba]=[¢] carab el
On montre facilement par récurrence qu’on a toutes les classes

— On obtient 4 classes d’équivalence :
>*=Lulaulbul(aaubb)Z*
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Equivalence des mots suivant un automate

» Définition
Soit M = (K, %, §, s, F) un automate déterministe (fini), et x, y € * deux mots.

On dit que x et y sont equivalents relativement a M, on note x ~\ v,
ssi il existe un état q de K tel que :

(S’ X) |_M* (q’ g) et (S’ Y) |_M* (q’ g)

« M étant déterministe, si on note qy(x) I'état auquel on parvient dans M en
lisant x, on a :

X ~m Y SSi qu(X) = qu(y)
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Equivalence des mots suivant un automate

* Propriétés
— ~m €est une relation d’équivalence.

— On note E la classe d’équivalence des mots x tels que qy(x) = q
E, = & si I'etat est inatteignable

— Il'y a autant de classes d’équivalence que d’états atteignables (accessibles).
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Equivalence des mots suivant un automate

« Exemple o .
/ (Partie inatteignable)
ql | q8
{O)— b
b a a b
b a
O
q4 q7

[e] = Eq1 U Egs
[a] = Eq2

[b] = Eqs U Eqe
[aa] = Eq5




Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Equivalence des mots suivant un automate
« Ey=L(M9) avec M= (K, Z, 3, s, {q})

e Théoreme

Pour tout automate fini déterministe M et deux mots x, y € 2*, on a :
SI X~y yalors x =gy

(on dit que ~y, raffine = )

Les classes de ~) sont plus petites (et incluses) dans les classes de ~
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Automate standard

Théoreme de Myhill — Nerode

Soit L < X* un langage rationnel.
Il existe un automate déterministe ayant | 2*/ ~ | états acceptant L.
(C’est-a-dire autant d’états que le nombre de classes d’équivalence suivant ~;.)

Cet automate a le plus petit nombre d’états possibles

Il N’y a qu'un seul automate vérifiant cela

On appelle cet automate I'automate standard de L
(ou automate minimal de L).
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Automate standard

* Preuve (constructive) :

M= (K, %, 9, s, F) automate standard d'un langage L, avec
— K={[x], x e Z*}

— s =]¢]

— F={[x],xe L}

— 0 : définie par 5([x], a) = [xa]



Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Automate standard

« Kest fini car L est reconnu par un automate déterministe M’
| 25~ [ 2| 2% T~ |

« O bien définie : si [x] = [y] alors [xa] = [ya]
(clair car : x _ y = xa = ya)

« L=L(M)
(i) on montre d’abord que ([x], y) |—M* ([xy], €) (par induction sur |y|)
(i) V x € ¥, x € L(M) ssi ([€], x) |—M* ([x], e)et[x] e Fiex e L
(par définition de F)
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Automate standard

 Exemple
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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Corollaire (Myhill — Nerode)

e Théoreme

L est rationnel ssi ~ a un nombre fini de classes d’équivalence.
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Minimisation des états
Minimisation d’un automate donné
o Définition
Soit M = (K, %, 3, s, F) un automate fini déterministe.

On note M(q), pour g € K, l'automate (K, %, 9, q, F).
(Avec cette notation, M = M(s).)

On dit que p et g sont deux etats equivalents de M, et on note p =q,
ssi L(M(p)) = L(M(q)).

e p=qQgssivVwelX,
— soit (p, w) fu" (f1, &) ( W) v (f2, &) avecfy, f, e F
— soit (p, w |‘|v| (94, €) et (q, w) |‘|v|* (92, €)avec gy, 9, ¢ F

classe d’équivalence des mots x tels que qy(x) = p
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Minimisation des états
Minimisation d’un automate donneée

* Propriété
M= (K, Z, o, s, F) sans états inatteignables (E, # & V p € K).

Soientpetq € K. (IveZf|E,cvl]etEscv]) < p=q

« Corollaire

= sur K induit une relation d’équivalence sur * / ~; (notée =)
deéfinie par E, ~ E;ssip=q

Chaque classe d’équivalence correspond a une classe de la forme [v].
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Minimisation des états
Minimisation d’un automate donneée

Deux états équivalents sont ceux qu’on doit fusionner pour obtenir
I'automate (minimal) standard.

On garde les fleches entrantes et on oublie les fleches sortantes de
'un des états (qui sont étiquetées par toutes les lettres de X)
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Minimisation des états
Minimisation d’un automate donneée

« Concretement
On calcule = puis on fait la fusion.
= est calculée comme la limite de (5),  n.
=, définie par :

P =; g ssi pour tout mot w de longueur < i tel que
(p, W) |_|\/|* (f']’ 8) et (q’ W) |_|V|* (f2! 8)
on a f1 e Fe f2 e F

(ou L(M(p)) N (k=o' Z) = LIM(q)) N (=o' Z¥) )

VieN: P=gSpsqQ
et psqep=s4Q
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Minimisation des états
Minimisation d’un automate donneée

* Proprieté
Pour tout couple (p, q) e K2etn>1ona:
P=,Qssip=,1Q
et VoeZ op,oc)=.0(q, 0)
ql
« Exemple
O

q2 L a T~ q3
ol
a b

gi=pQszcar qieFetg;eF
JQz=oQqscar qy e FetqyseF
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Minimisation des états

Minimisation d’'un automate donnée

ql . q2 L a q3
- Exemple LO) O .

b a a b

{1 =1z Car d1=09s et 0(qy, a) =, 5(qs, Q)
(0(q4, @) = g, et 0(qs, @) = d, et {q,})
0(q1, b) =0 6(q3, b)
(0(q1, b) = q4 et 8(qs, b) = gg et {d4, d6})

Qo #1 Qq Car 0(qy, a) #, 0(a4, a)
(0(a,, @) = g5 et d(qy, @) = q4 et {q4, q3} et {qs})
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Minimisation des états
Minimisation d’un automate donneée

Exemple {0)

=0 - {q1, CI3}, {CI2, d4, Js; q6}

=1 :{q4, da}, {92}, {d4, e}, {qs}
=, {44, s}, {d2}, {d4, 6} {qs} q4

(CGa ne change plus)

Finalement :

d1 =03
d4 =06

{94, q6}
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Langages rationnels

Langage : ensemble de mots sur X

— Eléments de base
* L'ensemble &
 Le mot vide ¢
* Les singletons sur X
— QOpérations
« La concaténation de langages
« La réunion de deux langages

 La fermeture de Kleene

Langages rationnels

— Représentation finie :
« Eléments de base,
» Concaténation,
* Union,
* Fermeture de Kleene
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Langages rationnels

« Expressions regulieres sur X : plus petit ensemble E tel que
- Q€EE
— ¢c€eFE
— Sioc€eX alorsc€EE
— Siee, €EE,alorse; +e, EEete;.e, EE
— Sie€E,alors(e)EE,e*€eEetet €E

e Priorité: 7*>.>+

« Exemple
— X ={a, b} (@a+a.b)*.a"+¢



Langages rationnels

Langage représente :

[0]=0

[o] ={o}pouroc e€X

[£]={e}

[este]l=Te]VUlel
[er.e]={wm|wi€eJetw,e[e]}
[e]=U2 [er]ouel ={c}el =¢ el =¢c.em

[e]=Us[e*]ouel =¢ el =¢.e"
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Langages rationnels

Exemples

— 2={ab,c}

- ¥={0,1}

— ¥=1{0,1}

— ¥=1{0,1}

(a.a.c+(b+c).a Mots ne contenant pas ab

0+1.(0+ 1)* Entiers en binaire

0+1.(0+D)*.0 Entiers en binaire pairs

0"+ (((0".(1+(1.1))).((0.0).(1+ (1.1)))H.0H

Mots ne contenant pas 111
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Langages rationnels

- Systéme d’équations linéaires gauche :

(Xl =e X, + - +eiX, + !

\Xn =e!'X;+ -+ellX,+ "

j . , . i
avec e; expressions régulieres € = U {¢} U @, f* quelconque (langage)

e Solution
Xy, X siXy =[ef]. X1 U -~ U ep] . X, U [f']

Xp=ler]. X1 U - U [eq] . X, U [f"]
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Langages rationnels

Exemple
le = Cle + bX3 + &
) Xz = Cle + bX4
X3 - bX1 + aX4
kX4 — bXZ + aX3

X; = { mots ayant un nombre pair de a et pair de b }

X, = { mots ayant un nombre impair de a et pairde b }
X;={ mots ayant un nombre pair de a et impairde b }
X, = { mots ayant un nombre impair de a et impair de b }
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Langages rationnels

Soit L un langage.

L rationnel si 3 S tq (L, L4, L,, ...) est solution minimale de S

Lemme
X=eX+f avec e f . expressions regulieres
e*. f est solution minimale de X=eX + f sicee
est solution unique de X=eX + f Sic¢e
Preuve

- e *, f solution
- e *, f solution minimale
- e *. fsolution unique si € € €
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Langages rationnels

b b
g/w
d
Qi \/%
X1 - bX1 + aXZ
Xz = bX2 + aX1 + £

Exemple

X;{ =b*a(b+ab*a)”
X, =(b+ab*a)”
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Langages rationnels

Exemple
Xl -
Xz -
X3 -
X;=(1+10)*

X,=0(1 + 10)*
X,=(0+1)* 00 (1 + 10)*

1X, +1X, + ¢
0X,
0X, + 0X3 + 1X;
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Rationalité

« Montrer qu'un langage est rationnel

(1) Stabilité (rappel : la classe des langages acceptés par un
automate est stable par union, concaténation,
fermeture itérative, complément, intersection)

(2) Caractérisation (rappel : un langage est rationnel ssi il est accepté par
un automate)

(3) Un langage est rationnel ssi il peut étre décrit par une expression réguliére.

(4) Un langage L est rationnel ssi ~ a un nombre fini de classes d’équivalence.

(2) et (3) = équivalence entre automate et ER

- il existe des algorithmes
automate 2> ER
ER - automate 83



Rationalité

« Montrer qu'un langage est rationnel
— A partir de (1) : utiliser les propriétés de stabilité

- deéecomposer le langage en sous ensembles par union,
intersection, concaténation,

et montrer que ces sous ensembles sont rationnels.

— A partir de (2) : construire un automate acceptant ce langage
(on peut éventuellement déterminiser / minimiser cet automate)

— A partir de (3) : construire une expression réguliére décrivant ce langage

— A partir de (4) : déterminer les classes d’équivalence de la relation ~_ et
montrer que leur nombre est fini
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Non rationalité

* |l existe des langages non rationnels
— L'ensemble des expressions régulieres est dénombrable
— L'ensemble des langages est non dénombrable

« Tout langage fini est rationnel (il peut étre décrit par une ER composée
de l'union de tous les mots du langage)

- La question de non rationalité ne se pose que pour les langages infinis

 Montrer la non rationalité
— Stabilité et raisonnement par I'absurde
— Lemme de l'étoile
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Non rationalité
Propriétes de stabilite

Pour montrer que L est non rationnel :
on pose I'hypothese que L est rationnel

et on détermine Ly non rationnel et L4 rationnel tels que
L0=L6L1 (9 € {m, U, }

L supposée rationnel

L, rationnel L 6 L, rationnel (stabilité de la classe des
langages rationnels par 0)

OrLo6L;=Lyavec Ly connu (démontré) non rationnel
=>» Contradiction
- I'hypothése (L rationnel) est fausse
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Non rationalité
Propriétes de stabilite

« Exemple:L={w e {a,b}*|wcontient autant de a que de b }
Montrons que L est non rationnel

Supposons que L est rationnel.
Soit L, = a*b”*.
L, rationnel (parce que décrit par une expression rationnelle).

Donc L n L, rationnel (par stabilité de la classe des langages rationnels par N).

OrLnL;=Ly={a"d" | n>0}.
Lo non rationnel (démontré plus loin).

Donc contradiction.

Donc I'nypothése (L rationnel) est fausse.
Donc L non rationnel.
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Non rationalité
Lemme de l'étoile

Théoreme Lemme de I'étoile

Soit L un langage rationnel infini accepté par un automate déeterministe M
a k états.
Soit z un mot quelconque de L tel que |z| > k.

Alors z peut étre décomposé en uvw
avec |uv| <k, |v| =0 etuvw L, Vi>0.
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Non rationalité
Lemme de l'étoile

 Exemple : Montrons que L = {a"b" | n > 0} est non rationnel.

Supposons que L est rationnel.

L est reconnu par un automate M a k états.

D'aprés le lemme de I'étoile, Vz e L, |z| >k, T u, v, w € X tels que
Z=uvw, |uv|<Kk,|v|>0etVi>0,uviw e L

Soit zy = akbk.

On abienz; e Let|zy] =2k > k.

Toutes les décompositions possibles z; = uvw telles que |uv| <Kk, |v| >0
sont de la forme u = aP, v =ad, w = a'bk avec q > 0 et p+g+r = k.

Or uv'w = aPadia’bk = gpr +ai+ rpk

Ona Vi#1l,p+qgi+r=Kk

Donc Viz1,uvw ¢ L

Donc contradiction dans la propriété

Donc I'hypothése (L rationnel) est fausse

Donc L non rationnel 89



Complexité d’algorithmes pour les automates

e Théoremes

(i) Il existe un algorithme exponentiel (en le nombre d’états) déterminisation
Entrée : un automate fini non déterministe
Sortie : un automate fini déterministe équivalent

(ii) Il existe un algorithme polynomial (en fonction de ER -2 automate
la taille de I'expression ou du nombre d’opérateurs)
Entrée : une expression réguliere
Sortie : un automate non déterministe équivalent

(iii) Il existe un algorithme exponentiel (en fonction du automate 2 ER
nombre d’états)
Entrée : un automate non déterministe
Sortie : une expression réguliere équivalente
(le nombre des R(i, j, k) est multipliee par 4 a chaque incrément de k)
R(, j, k) = R(i, j, k-1) UR(I, k, k-1) R(k, k, k-1)* R(kK, j, k-1) 90



Complexité d’algorithmes pour les automates

(iv) Il existe un algorithme polynomial (en fonction du minimisation
nombre d’états)
Entrée : un automate déterministe
Sortie : 'automate déterministe minimal (standard) équivalent

(v) Il existe un algorithme polynomial pour décider si deux equivalence
automates déterministes sont equivalents
(passe par I'automate standard)
Entrée : deux automates déeterministes
Sortie : vrai S’ils sont équivalents, faux sinon

(vi) Il existe un algorithme exponentiel pour déterminer si deux equivalence
automates non déterministes son équivalents
Entrée : deux automates non déterministes
Sortie : vrai S’ils sont équivalents, faux sinon
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