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Grammaires

« Exemple
— L=a(ab u ba)*b.
— Mots générés : un a suivi de ab ou ba un certain nombre de fois suivi d’'un b

— Un mot de L peut naturellement étre décomposé en un debut, un milieu et
une fin

S —» aE
E — abE
E — baE
E—>b

— Génération
S —» aE —» aabE — aabbaEkE — aabbab
S —» aE —» abakE —»ababaE — ababaabE — ababaabb



Grammaires

« Grammaire algebrique, ou hors-contexte (ang. Context-free)

— Un ensemble de symboles terminaux a partir desquels sont construits les
mots du langage (a et b dans I'exemple)

— Un ensemble de symboles non terminaux (S et E dans I'exemple) parmi
lesquels on distingue un symbole particulier (souvent S pour Start)

— Un ensemble fini de regles ou production de la forme

symbole non terminal — suite finie de symboles terminaux
et / ou non terminaux

« Grammaire contextuelle (ang. Context-sensitive)
— Dans les regles, le symbole non terminal est entouré de deux mots appelés
le contexte

« Grammaire géenéerale
— Pas de restriction sur les regles



Grammaires

«  Grammaire algebrique : quadruplet G = (V, 2, R, S) ou
— X est un ensemble fini de symboles terminaux appelé alphabet
— V est un ensemble fini de symboles non terminaux telsque VN =Y
— S € V est le symbole initial
— RcVx(VuX) de la forme A > w

Les éléments de R sont appelés regles ou productions

« Grammaire contextuelle
— Rc(Vu)VVu)x(Vux) delaforme uAv — uwv

 Grammaire générale
— Rc(Vu)VIVu)yx(Vux)* delaformez —>w



Grammaires algébriques

 Dérivation directe
Soientuetv e (VU X)*

On dit que v derive directement de u, et on note u =g v,
ssidx,y,we (VuX),3A e Vtels que
u=xAyetv=xwyetA—->weR

« Exemple
En utilisant la grammaire G définie par les regles suivantes :
S —» aE
E—>abE|baE|b
on obtient aabE = aabbaE par application de la regle E — baE

« Deérivation
La relation =" est la fermeture réflexive transitive de la relation =g



Grammaires algébriques

« Dérivation
Soientuetv e (VU X)*
On dit que v dérive de u, et on note u =g v

ssi A wg, ..., w, € (VU Z)*" tels que
u=wpetv=w,etw,=gwy, Vi<n

La suite wog =g W1 =¢g ... =g W, est appelée une dérivation

(lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, on peut omettre la référence a la
grammaire G dans les symboles = et =)

La valeur de n (n > 0) est la longueur de la dérivation



Grammaires algébriques

« Langage engendré
Soit G = (V, Z, R, S) une grammaire algébrique
Le langage engendré par G, noté L(G), est :
L(G)={weX*|S=g W}

« Langage algeébrique
— Un langage est dit algebrique s'il peut étre engendré par une grammaire
algebrique



Grammaires algébriques

 Exemple
G=(V, 2, R, Phrase) avec :
— V = {Phrase, Sujet, Verbe, Complément, Article, Nom, Adjectif }

— 2 ={ll, elle, nous, je, mange, voit, suis, le, la, les, frites,
montagne, bleue, dorées, déprimé, " " }

— R ={Phrase — Sujet Verbe Complément,
Sujet — il | elle | nous | je,
Verbe — mange | voit | suis,
Complément — Article Nom Adjectif,
Article — le | la | les,
Nom — frites | montagne,
Adjectif — bleue | dorées | déprimé }



Grammaires algébriques

 Exemple
G =(V, £, R, Paragraphe) avec :
— V ={ Paragraphe, Phrase, Sujet, Verbe, Complément, Article,
Nom, Adjectif }

— 2 ={ll, elle, nous, je, mange, voit, suis, le, la, les, frites,
montagne, bleue, dorées, déprimé, . }

— R ={Paragraphe — Phrase Paragraphe | Phrase,
Phrase — Sujet Verbe Complément.,
Sujet — il | elle | nous | je,
Verbe — mange | voit | suis,
Complément — Article Nom Adjectif,
Article — le | la | les,
Nom — frites | montagne,
Adjectif — bleue | dorées | déprimé }



Grammaires algébriques

 Exemple
G=(V, Z, R, Chapitre) avec :
— V ={ Chapitre, Paragraphe, Phrase, Sujet, Verbe, Complément,
Article, Nom, Adjectif }

— 2 =/{lIl, elle, nous, je, mange, voit, suis, le, la, les, frites,
montagne, bleue, dorées, déprimée, . }

— R ={Chapitre —» Paragraphe Chapitre | Paragraphe,
Paragraphe — Phrase Paragraphe | Phrase,
Phrase — Sujet Verbe Complément.,
Sujet — il | elle | nous | je,
Verbe — mange | voit | suis,
Complément — Article Nom Adjectif,
Article —» le | la | les,
Nom — frites | montagne,
Adjectif — bleue | dorées | déprimé }
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Grammaires algébriques

 Exemple
G=(V, Z, R, Livre) avec :
— V ={Livre, Chapitre, Paragraphe, Phrase, Sujet, Verbe,
Complément, Article, Nom, Adjectif }

— X =/{lIl, elle, nous, je, mange, voit, suis, le, la, les, frites,
montagne, bleue, dorées, déprimée, . }

— R ={Livre —» Chapitre Livre | Chapitre,
Chapitre — Paragraphe Chapitre | Paragraphe,
Paragraphe — Phrase Paragraphe | Phrase,
Phrase — Sujet Verbe Complément.,
Sujet — il | elle | nous | je,
Verbe — mange | voit | suis,
Complément — Article Nom Adjectif,
Article —> le | la | les,
Nom — frites | montagne,
Adjectif — bleue | dorées | déprimé }
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Grammaires algébriques

« Exemple
G=(V,Z R, S)avec:
- V={S,E}
— 2={a,b}
— R={S—>EE,E—>EEE|bE|Eb|a}

« La chaine ababaa peut étre dérivée de plusieurs fagcons :

(@)

(b)

()

S = EE S = EE S = EE S = EE
= EEEE = ak = Ea = akE
= akEEE = akEEE = EEEa = akEEE
— abEEE — abEEE — EEbEa — aEEa
— abaEE — abaEE — EEbaa — abEEa
— ababEE — ababEE — EbEbaa — abEbEa
— ababaE — ababaE — Ebabaa — ababEa
— ababaa — ababaa — ababaa — ababaa

(d)

12



Grammaires

« Types de dérivations

— (a) et (b) : chaque étape de la dérivation consiste a transformer le non-
terminal le plus a gauche. On appelle ce genre de dérivation une
derivation la-plus-a-gauche (ang. left-most derivation)

— (c) : derivation la-plus-a-droite (ang. right-most derivation) ou le symbole
transformé a chaque étape est le non-terminal le plus a droite
— (d) : dérivation ni plus-a-droite, ni plus-a-gauche

* Une suite de dérivations peut étre visualisée par un arbre de
derivation ou arbre syntaxique (ang. parse tree)

— Un tel arbre indique quelles sont les regles appliquees aux non-
terminaux

— Il n'indique pas l'ordre d'application des regles
— Les feuilles de I'arbre représentent la chaine dérivée

13



Grammaires algébriques

« Exemple
G=(,%Z, R E)avec:
- V={E,TF}

- Z={X,y,+,><,(,)}
— R={E-S>E+T|T, T>TxF|FF->(E)|x]|y}

« Chaine (x +y x y) x (x +y) avec la dérivation la plus-a-gauche :

E =T = (x+yxF)xF
= TxF =>(X+yxy)xF
= FxF = (x+yxy)x(E)
= (E)x F = (x+yxy)x(E+T)
= (E+T)xF = (X+yxy)x(T+T)
= (T+T)xF = (x+yxy)x (F+T)
= (F+T)xF = (X+yxy)x (x+T)
= X+T)xF = (X+yxy)x(x+F)
= (x+TxF)xF = (X+yxy)x(x+y)
=>X+FxF)xF



Grammaires

« Grammaire ambigué

— Lorsqu'une grammaire peut produire plusieurs arbres distincts associés a
un méme mot, ont dit que la grammaire est ambigue

« Grammaires équivalentes
— Deux grammaires qui engendrent le méme langage sont dites equivalentes

15



Langages rationnels et grammaires algebriques

* |l existe des langages algeébriques qui ne sont pas rationnels

« Grammaire linéaire a droite
- G=\V,Z,R,S)telleque Rc V x Z*(V U {€})

(rappel : dans une grammaire algébrique (non réguliere),R c V x (V U Z)¥)

« Grammaire linéaire a gauche
- G=\V,Z,R,S)telleque RcV x (Vu{e})Z*

« Grammaire réeguliére
— Grammaire linéaire a droite ou linéaire a gauche

16



Hierarchie de Chomsky

Type 3
— Grammaires réguliéres Langages réguliers
— Automates a états finis
Type 2
— Grammaires algébriques Langages algébriques
— Automates a pile
Type 1
— Grammaires contextuelles
— Machines de Turing a mémoire linéairement bornée
Type O
— Grammaires générales Langages récursivement énumeérables
— Machines de Turing
Inclusion
— T3cT2cT1cTO

17



Langages rationnels et grammaires algebriques

 Exemple
G=(V,Z, R, S)avec:
- V={S}
— X={a,b}
— R={S —>aaS|bbS| ¢}

grammaire reguliere : L(G) = (aa U bb)*

18



Langages rationnels et grammaires algebriques

e Théoreme

Un langage est rationnel si et seulement si il est engendre par une
grammaire reguliere.

« Ce théoréme exprime que tout langage rationnel est algébrique
(et non l'inverse).

« On peut utiliser la preuve de ce théoreme pour :
— passer d'un automate (déterministe ou non) a une grammaire,
— passer d'une grammaire a un automate.

19



Langages rationnels et grammaires algebriques

« Exemple (G - M)
G = (V,%,R,S) une grammaire réguliere avec :

-V ={SXVY}
— 2 ={ab}
— R={S->aX|bY,X—>aS|aY—>bS|b}

« Soit M tel que L(M) = L(G). Pour chague non-terminal de G on
crée un état dans M de la fagon suivante :
— SiA - wB € R alors on crée dans M une transition de I'état A vers
I'état B étiquetée par w
— SiA > w € R alors on crée dans M une transition de I'état A vers ['état
F, ou F est le seul état introduit dans M qui ne correspond a aucun non-
terminal de G

20



Langages rationnels et grammaires algebriques

S X
« Exemple (M - G) C/Eab\
Soit I'automate : M/Q
b aba
Y

« Soit ¢ une grammaire réguliére telle que L(G) = L(M). Pour chaque
transition de M on crée une régle dans G de la fagcon suivante :

— Pour toute transition de I'état p vers I'état g étiquetée par w, on cree la
regle correspondante dans G : P - w(Q

— Pour tout état final f de M, on crée dans G une regle d'effacement . F — ¢

21



Automates finis

« Transducteurs rationnels
— Automates finis avec transitions étiquetées par une sorte

=>» generation de tokens

« Erreurs jusqu’ici LEXICALES

22



Grammaires

« TypeO
— Grammaires générales
 Type 1

— Grammaires contextuelles
— Grammaires croissantes

« Type 2
— Grammaires hors contexte
« Type3

— Grammaires réguliéres

Pas de restrictions

UAV — uwv
Siw— w e Ralors |w| < |w|

Siw—> weRalorsweV

23



Grammaires

« Grammaires croissantes
S - ABCS S —» aSTc
ST, S — alc
CA—->AC cl —»> Tc
BA — AB T—>b
CB — BC
CT, »>T.c
CT.—> T,C
BT, ->Tyb
BT, > T,b
AT, —»>T,a
T, > ¢

S — aSBc
S — abc
cB - Bc
bB — bb

« Grammaire croissante =»grammaire contextuelle

(contextuelle)

S - aSBC
S —» aBC
CB - HB
HB — HC
HC — BC
aB — ab
bB — bb
bC — bc
cC — cc

24



Grammaires

S - ABCS S
ST,
CA—->AC
BA — AB
CB —» BC
CT, »>T.c
CT.—> T,c
BT, »>Tyb
BT, > T.,b
AT, —>T,a
T, > ¢

= ABCS

= ABCABCS
= ABCABCT,
= ABACBCT,
= ABABCCT,
= AABBCCT,
= AABBCT.c
= AABBT,cc
= AABT bcc
= AAT,bbcc
= Al,abbcc
= [,aabbcc
= aabbcc

25



Dérivations

Expressions arithmétiques sur {+, x, (, ), id, cte}
E—id|cte| E+E|EXE](E)

X+25x%x4+(y+2z)

E =E+E
=id+E
=id+EXxE
= id +cte x E
—=id+ctexE+E
= id+ctexcte + E
= id + cte x cte + (E)
= id +cte xcte + (E + E)
= id + cte x cte + (id + E)
= id + cte x cte + (id + id)

Dérivation : gauche
Parenthésage implicite : (x + (2.5 x (4 + (y + 2))))

tokens

26



Dérivations

« Expressions arithmétiques sur {+, x, (, ), id, cte}
« E—>id|cte|E+E|EXE]|(E)

X+25x%x4+(y+2z)

E =E+E
= E + (E)
= E+(E+E)
= E + (E +id)
= E + (id + id)
= E x E + (id + id)
= E x cte + (id + id)
— E + E x cte + (id + id)
= E + cte x cte + (id + id)
= id + cte x cte + (id + id)

« Dérivation droite
« Parenthésage implicite : (((x + 2.5) x 4) + (y + z2))

27



Dérivations

(x+2.9)x4)+(y+2)#(x+(2.5x (4 +(y+2))
Dérivation droite avec ((x + (2.5 x4))+ (y +z)) ?

G ambigue si 3 w € L(G) tq plusieurs dérivations droite pour w.

Lever 'ambiguité
— Pas toujours faisable
— Cas faciles: 1) Nouveau non terminal par niveau de priorité
2) Récursif gauche si associatif gauche (resp. droite)

28



Dérivations

« Expressions arithmétiques sur {+, x, (, ), id, cte}
- E—>id|cte|E+E|EXE]|(E)

¢ +<x + moins prioritaire que x
« + et x :associatifs a gauche X+y+z = (x+y)+z

E->E+T|T

To>TxF|F

F —id|cte | (E)

« Unique derivation gauche ou droite
* Un peu plus long et complexe mais univoque

29



Arbre syntaxique

Plusieurs dérivations pour un méme résultat (permutations, etc.)
=>» Représentation invariante
= Représentation unique lorsque G non ambigué

SoitG=(V, X, R, S), arbres de syntaxe de G :
— Noeeuds internes étiquetés par V
— Feuilles étiquetées par =
— Sinceud interne N akfilsa,, ... ,a alorsN > a, ... a. €R

Arbre de dérivation : A=S feuilles € X

30



Arbre syntaxique

 Exemple
— E

]

.
|
F | F
|
id

E

v

x 1Id + id

 Arbre de la dérivation E =*id x id + id



Arbre syntaxique

Un arbre de dérivation = plusieurs dérivations
=>» Stratégies de parcours (parent avant fils)

Pour arbre de dérivation : mot des feuilles € L(G)

Réciproque : produire un arbre, réecurrence sur longueur de
dérivation
— Nulle : arbre = feuille a
— N="w,Mw, = w,aq ... aWw, :
ajout de k fils au nceud M de lI'arbre de N =" w;Mw,

G ambigué si 3 w € L(G) avec deux arbres de dérivation distincts

Construction de I'arbre vers le haut ou vers le bas ?

32



Analyse descendante

 Exemple : grammaire de Dick

(1) S — (S)S
(2)S > ¢

+ ((00))) e L(G) ?

» Construction de 'arbre :
— Lecture a partir de la gauche
— Construction dérivation gauche
— Regle déterminée par 1 caractere a produire

> LL(1)

Left
Left

33



Analyse descendante

Efficace
Simple

Pas toutes LL(1)
Si récursif a gauche - échec

ParexempleE > E+T|T
T>TxF|F
F —id|cte | (E)

pas faisable
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Analyse ascendante

E->E+T]|T
T>TxF|F
F —id | cte | (E)

« Recursive gauche ...
c E>TOUE—->E+T?
=>» Analyse ascendante

 (Construction de l'arbre
— Lecture a partir de gauche
— Dérivation droite

= LR
* En particulier construction d’'une forét

a l'envers
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Analyse ascendante

E->E+T|T
T>TxF|F
F —id | cte | (E)

« Racine de forét : suite des racines des arbres la constituant
* QOpérations :
— 1. Lecture Shift

— 2. Enracinement Reduce
Sur juxtaposition f f’ construction de fN si N — A(f)

id x id +id ?

36



Syntaxe abstraite

« Type et signification : depuis I'arbre de syntaxe

- Ultilisateur : ce qu’on écrit

- Concrete : presque comme on ecrit Impropre a bonne
compréehension

=>» niveau intermeédiaire : syntaxe abstraite depolluée

« Onveut:
— Objectif 1 : sans ambiguité
— Objectif 2 : sans scories
— Objectif 3 : structure et valeurs
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Syntaxe abstraite

T ensemble d'etiquettes abstraites
2=TU{(;) .}
G=(V, 2 R, S)abstraite si
1. Regles : Nt
ou N—>t(Ng, ..., N,) pourN,eV,teT
2. Occurrence t unique dans G

Mot généreé : expression abstraite
T={p, m, cte} E — p(E,E)| m(E,E) | cte

T={+ x,cte} E—+EE)|xEE)]|cte
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Syntaxe abstraite

G abstraite necessairement non ambigué Objectif 1 OK

Repréesentation arborescente :

— facile grace a la forme des regles
t

7/ \

aq ... a

Arbre de syntaxe abstraite Ade sorte N : nceuds dans T et
— N>teR etA=t
ou
— N> t(Ny, ..., N, ER etA(A)=t
A a alors k fils ASA de sortes respectives N4 . . .Ny

39



Syntaxe abstraite

« Comparaison AS / ASA

T/“ T /\
| \ |
il A

* Objectif 2 OK



Syntaxe abstraite

Pour valeurs : etiquette = langage rationnel

E - +(E,E) | x (E,E) | cte(Nat)
Nat € (0|1] - - - |9)+

Objectif 3 OK
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Syntaxe abstraite

Actions dans une grammaire

E>E+T {+(E, Tq)}

E->T {T,}
T—>TxF {x(Tq, Fq)}
T—>F {F}

F — Nat { cte(val(Nat,)) }
F—(E) {Eq}

Erreurs ici SYNTAXIQUES
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Grammaire du C

wnité-fe-traehiciion ©
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- ;
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Automates a pile

 Un automate a pile est un sextuplet M = (K, %, T, 6,s,F) avec:
— K : ensemble fini d'états
— X : ensemble fini de symboles d'entrée (alphabet)
— I : ensemble fini de symboles de la pile
— s € K : étatinitial
— F c K :ensemble des états finaux (acceptants)
— Ac(KxC U {eh)x [T U {e}))x(Kx(T U {e})) : relation de transition
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Automates a pile

« Une transition ((q,0,v),(q’,y")) € Aou:
— q est I'état courant
— o est le symbole d'entrée courant
— y est le symbole sommet de la pile
— q' est le nouvel état
— vy’ est le nouveau symbole en sommet de pile

a pour effet :
(1) De passer de l'état g a I'état ¢’
(2) D'avancer la téte de lecture apres o
(3) De dépiler y du sommet de la pile
(4) D'empiler y' sur la pile
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Automates a pile

« SoitM = (K,%,T,§,s,F) un automate a pile. Une configuration de M est
définie par un triplet (q,w,z) € K XZ* XTI ou:
— q est |'état courant de M
— w est la partie de la chaine restant a analyser
— z est le contenu de la pile

« Soient (q,w,2) et (q¢’,w’, z") deux configurations d'un automate a pile M. On dit
qu’'on passe de (q,w,2) a (q’,w’, z") en une étape
ssido€eXU{clety,y €T U{e}
telsque w = ow'
et z=yz",z' = y'z"avecz'" € T*
et ((4,0,v),(q,v)) € A
On note (q,w,z) +y (@, W', Z2)
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Automates a pile

« Larelation ),est la fermeture réflexive transitive de +,,

« SoitM = (K,X%,T,6,s,F) un automate a pile

Unmotw € X*estaccepté parM ssi(s,w,e) Fy (f,g,€)avecf € F

 Le langage accepte par M, noté L(M), est 'ensemble des mots acceptés par M
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Automates a pile

Exemple : Soit M = (K,X,T,§,s,F) avec :
- K={s, p, f} A={ ((s,a,¢), (p,a)),
- X ={a, b} ((p, &, €), (p, ),
— T'={a, b} ((p, b, @), (f, €)),
— F={s, f} ((f, b, a), (f, €)) }

lecture écriture
(entrée, pile) pile

(@e)la (b, a)/
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Automates a pile

« Un automate a pile est deterministe s'il y a au plus une transition
applicable pour tout triplet de la forme

(Etat courant, symbole d'entrée, sommet de pile).

 Les automates a pile non deterministes reconnaissent plus de
langages que les automates a pile deterministes
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Automates a pile et grammaires algebriques

e Théoreme

La classe des langages acceptes par les automates a pile est egale a la
classe des langages engendrés par les grammaires algebriques

 Un automate a pile est dit simple ssi quelle que soit la transition
((q,0,v),(¢,¥)) €A, ona:
y € I (sauf pour g = s ou on ne dépile rien)
et |y|<2

* Proposition
On peut transformer tout automate a pile en un automate simple équivalent
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Proprietes des langages algebriques
Preuve d’algebricite

 Pour montrer qu'un langage est algebrique, on peut :
— Soit définir une grammaire algébrique qui engendre ce langage

— Soit définir un automate a pile qui I'accepte

» |l est également possible d'utiliser les proprietés de stabilité de la
classe des langages algébriques
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Proprietes des langages algebriques
Propriétes de stabilite

« Théoreme
La classe des langages algébriques est stable par les opérations d'union, de
concaténation et d'étoile de Kleene

 Preuve
Soient deux grammaires G, = (V4, 21, Ry, S4) et G, = (V,, 25, Ry, S5), avec
V, NV, =0 (on renomme éventuellement les non-terminaux)
La preuve (constructive) consiste a :
« Construire une grammaire G a partir de G, et G, validant les propriétés de

stabilité
« Montrer que L(G) = L(G4) op L(G,) (op € {u, .}) et L(G) = L(G,)*
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Proprietes des langages algebriques
Propriéetes de stabilité

* Preuve

(a) Union

SoitG=(V, 2, R, S)avec:
« V=V, uUV,u{S}ou S ¢ V; UV, (renommage éventuel)
« 2=21U 20
* R=R{UR,U{S > S| Sy}

(b) Concaténation

SoitG=(V, 2, R, S)avec:
« V=V, uUV,uU{S}ou S ¢ V; UV, (renommage éventuel)
« 2=21U 20
° R=R1UR2U{S—)S182}

(c) Opération étoile

SoitG=(V, 2, R, S)avec:
« V=V, uU{S}ou S ¢ V; (renommage éventuel)
« 2=24
* R=RyuU{S—>S;S|¢}
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Proprietes des langages algebriques
Propriéetes de stabilité

« Contrairement a la classe des langages rationnels, la classe des langages
algebriques n'est pas stable par intersection et complémentation

e Théoreme

L’intersection d’un langage rationnel et d’un langage algebrique est algebrique
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Proprietes des langages algebriques
Lemme de I'étoile pour les langages algébriques

» Définition
Une grammaire algébrique G = (V, 2, R, S) est sous forme normale de
Chomsky si chaque régle est de la forme :
A— BC avecB,C € V-{S}
ou A—>o avec o € ).

ou A—>e

« Théoreme
Pour toute grammaire algébrique, il existe une grammaire sous forme
normale de Chomsky équivalente
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Proprietes des langages algebriques
Lemme de I'étoile pour les langages algébriques

 Théoréme (lemme de la double étoile)

Soit L un langage algébrique

Il existe un nombre k, dépendant de L, tel que tout mot z € L, |z| > k, peut
étre décomposé en z = uvwxy avec .

() |vwx| <k
(i) |v|+[x]>0 (le.v£eouX#¢)
(i) uvwxy e L, Vi=0

(d'ou I'appellation de double étoile : V' et x = v* et x*)
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Proprietes des langages algebriques
Lemme de I'étoile pour les langages algébriques

e Lemme
Soit G = (V, 2, R, S) une grammaire algébrique sous forme normale de

Chomsky
Soit S =g  w une dérivation de w € >* dont l'arbre de dérivation est noté T

Si la hauteur de T est n alors |w| < 2™

» Corollaire
Soit G = (V, 2, R, S) une grammaire algébrique sous forme normale de
Chomsky
Soit S =5 w une dérivation de w € L(G)
Si |w| > 2" alors l'arbre de dérivation est de hauteur > n+1
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Proprietes des langages algebriques
Lemme de I'étoile pour les langages algébriques

« Exemple
Montrons que L = { a"b"c" | n > 0} est non algébrique
Supposons que L est algébrique

D'apres le lemme de la double étoile, il existe une constante k, dépendant
de L, telle que :

V z e L, |z| 2k, z peut étre décomposeé en z = uvwxy avec :
() |vwx| <k
(i) |v|+ [x] >0 (au moins un des deux n’est pas le mot vide)
(i) uvwxy e L, Vi=>0
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Proprietes des langages algebriques
Lemme de I'étoile pour les langages algébriques

« Exemple
Considérons la chaine particuliére z, = akbkck,
On a bien zy € L et |zg| = 3k > k.
Les décompositions de z; =uvwxy satisfaisant |[vwx| < k et |v| + |x| > 0 sont telles que :

— Soit 'une des sous-chaines v ou x contient plus d'un type de symbole, de la forme a*b* ou b*c*.
uviwxly avec i > 1 contient un a aprés un b ou un b aprés un c.
(par exemple uv2wx2y = u aabb aabb w x x y, si v = aabb)
donc la chaine uviwxly n'est plus de la forme arbrcP avec p > 0,
donc uviwxly ¢ L pouri> 1.

— Soit v et x sont des sous-chaines de ak ou de bk ou de ck.

Comme au plus une des chaines v ou x est vide, toute chaine de la forme uviwxly avec i > 1
est caractérisée par une augmentation de un (v = € ou x = €) ou deux (v # ¢ et x # ¢) des trois
types de terminaux.

donc pour i > 1, la chaine uviwxiy est de la forme arbdc mais avec p # qou q # .
donc uviwxly ¢ L pouri> 1.
— Pas d’autres possibilités pour v et x, les autres sous-chaines u, w et y n’influencent pas.

Pour toutes les décompositions possibles de la chaine z; il y a une contradiction.

Donc I'hypothése est fausse = L non algébrique.
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Proprietes des langages algebriques
Preuve de non algébricite

 Pour montrer qu'un langage est non algebrique, on peut utiliser :
— Le lemme de la double étoile
— Les propriétes de stabilité de la classe des langages algebriques

— Le théoreme qui dit que l'intersection d'un langage algébrique et
d'un langage rationnel est algébrique
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Notion de décidabilité

« Une question est decidable s'il existe un algorithme (c'est-a-dire un
processus déeterministe) qui s'arréte avec une réponse (oui ou non)
pour chaque entree

 Une question est indecidable si un tel algorithme n'existe pas
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Problemes indécidables pour les langages algebriques

« Théoreme
Les questions suivantes sont decidables :
— Etant donnés une grammaire algébrique G et un mot w
est-ce quew € L(G) ?
— Etant donnée une grammaire algébrique G, est-ce que L(G) = & ?

Les questions suivantes sont indecidables :

— Soit G une grammaire algébrique. Est-ce que L(G) = >.* ?

— Soient G, et G, deux grammaires algébriques. Est-ce que L(G,) = L(G,) ?
— Soient M, et M, deux automates a pile. Est-ce que L(M,) = L(M,) ?

— Soit M un automate a pile. Trouver un automate a pile équivalent minimal en
nombre d'états.
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