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Vocabulaire

« Symboles d’un langage (vocabulaire) du premier ordre :
— S ={f,g,h,..}: symboles de fonctions avec fonction d’arité :
ar : Sy — N\ {0}
- S0 =1{a,b,c,..}: symboles de constantes (fonctions d’arité 0)

— 8 ={P,0Q,R, ...} : symboles de relations (prédicats) avec fonction d’arité
ar : g — N

« Remarques
— 1 est un symbole de relation O-aire
— = est un symbole de relation binaire



Termes

On ajoute un ensemble infini de variables :
— V={x,y,z ...} : ensembles de variables

Ensemble T des termes sur un langage L :
— Les variables et les constantes sont des termes
— Si tq, ..., t, sont des termes et f un symbole de fonction tq ar(f) = n,
alors f(tq, ..., t,;) est un terme

Un terme clos est un terme qui ne contient pas de variables

T est le plus petit ensemble contenant les variables, les constantes,
et stable par I'application des symboles de fonctions de £ a des termes



Substitutions

« Substitution : fonction o : ¥V — T, domaine noté dom (o)

 On note [x; = tq, ..., x, = t,] la substitution de domaine {x, ..., x,;}
quiassociet;ax; pourl <i<n

« Application d'une substitution o sur un terme t, notée to :
— Sit=a(a:constante), toc = a
— Sit=x, x €dom(o), toc = o(x)
— Sit=y, yé&dom(o),toc =y
— Sit=f(ty, .., ty), to = f(ty0, ..., t,0)

 Leterme u filire le terme v s’il existe o tq uo = v

 Lestermes u et v sont unifiables s'il existe o tq uo = vo



Formules

« On ajoute les connecteurs et quantificateurs :
— Connecteurs du calcul propositionnel : =, v, A, =
— Quantificateur universel : V
— Quantificateur existentiel : 3

« Ensemble F des formules :
— Si tq, ..., t, sont des termes et R un symbole de relation tq ar(R) = n,
alors R(t4, ..., t,) est une formule (atomique)
— Si A est une formule, alors —A est une formule
— Si A et B sont des formules, alors AAB, AV B, A = B sont des formules
— Si A est une formule et x une variable, alors Vx A et 3x A sont des formules



Formules

 Ensemble des sous-formules d’'une formule A, noté SF(A) :
— Si A est atomique, SF(A) = {4}
— SiA=-BouVxBouixB,SF(A) ={A} USF(B)
— SiA=BACouBVCouB=C,SF(4) ={A} USF(B) USF(C)

- Langage d'une formule A, noté L(A) : 'ensemble (fini) des symboles de A

« Taille d'une formule A4, notée t(4) :
nombre de connecteurs et de quantificateurs apparaissant dans A :
— Si A est atomique, 1(4) =0
— SiA=—-BouVxBouidxB,1(4) =1+ 1(B)
— SiA=BACouBvCouB=C,17(4A) =1+ 1(B)+ 1(C)



Variables libres et liées

« Ensemble des variables d’un terme t, noté V (t) :
— Si t est une variable x, V(t) = {x}
— Sit est une constante, V(t) = @
— Sit=f(ty,...t,), V@) =V(t) U ..uV(t,)

« Ensemble des variables libres d’'une formule 4, noté FV(A) :
— SiA=R(tq, .., ty) (R : symbole de relation), FV(t) =V (t;) U ..UV (t,)
— SiA =B, FV(A) = FV(B)
— SiA=BACouBVCouB=C,FV(A) =FV(B)UFV(C)
— SiA=VxBou3dxB,FV(A) =FV(B) \ {x}

 Ensemble des variables liees (muettes) d’une formule A, noté BV (A4) :
— Si A =R(ty,...,t,;) (R : symbole de relation), BV(t) = 0
— SiA =B, BV(A) = BV(B)
— SiA=BACouBVCouB=C,BV(A) = BV(B) UBV(C)
— SiA=VxBou3dxB,BV(A) =BV(B) U {x}



Variables libres et liées

« Deux formules sont a-equivalentes si elles sont syntaxiquement
identiques a un renommage pres des occurrences des variables liees

« Sipourune formule 4, FV(A) = @, A est dite close

« Sipourune formule A, FV(A) = {x4, ..., x,},
la fermeture (universelle) de A est la formule close Vx, ...Vx,, A



Substitutions

- Application d'une substitution o sur une formule A, notée Ao :
— SiA=R(ty,..,t,), Ac = R(ty0, ..., t,0)
— SiAd =-B, Ac = Bo
— SiA=B6@CavecOe{AV,>}, Ao =Bo 0 Co
— SiA=QxBavecQ €{V,3},six € Uycaomo\xp V(0(¥)), Ao = Qx Bo

(on remplace les variables non « protégées » par des quantificateurs)



Formules

« Sion se restreint aux symboles de relation d’arité O
— Une formule ne contient pas de variables
— Une formule ne contient pas de termes
— Une formule ne contient pas de quantificateurs

On obtient ... les formules du calcul propositionnel !
« Rappel, 1 est un symbole de relation 0-aire

* Une « variable » propositionnelle est une relation 0-aire (une formule)
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Sémantique

« Structure d’interpretation pour un langage £ : §7 = (D, )
— D : domaine, ensemble non vide
— [ : fonction d’interprétation
* Pour chaque constante c € S¢, I(c) € D
« Pour chaque symbole de fonction f € Sz, ar(f) =n, I(f) : D™ — D
« Pour chaque symbole de relation R € ¢, ar(R) =n, I(R) : D" — B

- Affectation de valeurs aux variables :
— Fonctionv:V — D
— v[x = d] pour d € D est la fonction v’ :
e vV'(x)=d
* v'(y) =v(y) poury #x
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Sémantique

- Valeur d'un terme t, notée I,(t) :
— Sit =a (a:constante), I,(t) = I(a)
— Sit =x (x:variable), I,(t) = v(x)

— Sit = f(ty, ..., tn), Iv(t) = I1(f)(Uy(t1), .-, L,(tR))

»  Valeur de verite d'une formule A, notee I,,(A) :
— SiA=1,1,(A) =0
— SiA =R(ty, .., ty), I,(A) = 1(R)(I,(t), ..., I,(t;,))
— SiAd =B, 1,(4) =1,(B)
— SiA=BAC, I,(A) =1,(B) - 1,(C)
-~ SiA=BvC(,I,(4) =1,(B) +1,(0)
- SiA=B=C,1,(4) =1,(B) = I,(C)
— SiA=VxB,[,(A) =1sipourtoutd € Dona l,x—q(B) =1, 0sinon
— SiA=3xB,I,(A) = 1s’il existe un d € D tel que L,[x—q;(B) = 1, 0 sinon

12



Sémantique

A et B : formules, E : ensemble de formules, I : interprétation

* [,(A) ne dépend pas des variables liées
« SiBV(A) =09, alors I,(A) = I,,(A) pour toutes valuations v et v'

« Sil,(A) =1, alors I, satisfait A, noté I, £ A
« Sil, EApourtoutA € E, alors I, satisfait E, noté I, £ E
« S’il n’existe aucune I, telle que I, £ E, alors E contradictoire

« Sil, E A pour tout I et tout v, alors A valide noté = A
« Sil, E Apourtout! ettoutvtellesquel, £ E,
alors E deduit sémantiqguement A note £E £ A

« Si{A} EBet{B} E A, alors A et B sont sémantiquement équivalentes
noté A =B



Quelques résultats

* Proposition
A et B formules, E ensemble de formules
— EEA=B ssi EU{A} EB
— EEA ssi  E U {—A} contradictoire
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Quelgques equivalences remarquables

» Celles du calcul propositionnel

e Vx—-A=-—-3dx A
e dx A =-Vx A

« Siy &FV(A) alors
— Vx A=VyA[x = y]
— Ax A =3y A[x == y]

« Six & FV(B) alors
— (VxA)AB=Vx(AAB)
— (VW xA)VB =Vx(AVB)
— (3x A AB=3x(AAB)
— (AxA)vB=3x(AVB)
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Quelgques equivalences remarquables

s VxVyA=VyVvVxA
e dx3JdJyA=3dy3dx A

e JyVxAEVx3y A

« ATTENTION,onnapasVx3yAkE3IyVx A
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