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Logique propositionnelle
Pourquoi ?

Niveau materiel = modele logique
Niveau programme : preuve de propriete = logique
Niveau applicatif, BD : vérification de propriétés = logique

Plus genéralement

— Criticité : sécurité, sureté ...
— Financier

— Pas d’ambiguite



Logique propositionnelle
Syntaxe

V ={x{,x5,..,x,, ..}un ensemble infini de variables propositionnelles

Ensemble F des formules du calcul propositionnel : ensemble inductif
— x variable propositionnelle alors x € F

- 1€ F
— SiA€e Falors—-A€e F
— SiA€e FetBe FalorsAvVBe F,ANBe F,A=>B€e F

Notation: A < B : (A= B) A (B = A)
Priorités : - > A > VvV > =
Associativité :  a gauche pour A et v, a droite pour =

Ex:pVvg =>r



Logique propositionnelle
Sémantique

- Sens des formules = interprétation dans I'algebre de Boole

* Interprétation du calcul propositionnel : fonction : V —» B
— V ={x4,x9, ..., xy, ...}:variables
- B=1{01}

« ] étenduea F
— Cas des variables déja traité
- I(L)=0
— A € Falors I(=4) = I(A)
— A€ FetBe FalorsI(AvB)=1(A) +1(B)
— A€ FetBe FalorsI(AANB) =1(A). I(B)
— A€ FetBe FalorsI(A=>B)=1(A) = I(B)

Seule veérité autorisée



Algebre de Boole

George Boole 1815 — 1864 (Royaune-Uni)

SN

Booléens : oui, non ; 0, 1 ; haut, bas ; rouge, noir ; etc.

Relation d'ordre : 0 < 1

Soit B = {0,1}. Opérations :

- :B-B complément
— +: BxXxB - B U, ou, disjonction, max
— :BxB->B N, et, conjonction, min

— 3BXB—-B Si ... alors, implication



Algebre de Boole
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Algebre de Boole

O : minimum, 1 maximum

x.1=x x.0=0
e x+0=x x+1=1

« Complément:x.x=0 x+ x=1

« Commutativité
 Associativité
o Distributivité

 De Morgan :
- X.y=x+Yy
+y=Xx.Yy

=



Algebre de Boole

Tables de véritée

» |dée : notation par extension

* Une ligne par valeurs possible des variables
 Présentation des sous-fonctions en colonnes

* Fonctions booléennes : par extension, une fonction par table de vérité
- combien ?



Interprétations

* |nterprétation : fonctionI:V - B

« Soit A une formule.
I1(A) =1 :1 satisfait 4 notée/ £ A
 Ex:
— Sil(p)=0eti(gq)=0etI(r)=0alors] Epvg>r
— Sil(p)=1eti(q) =1etiI(r) =0alors I ne satisfaitpaspvg=>r

« Soit F un ensemble de formules.
Sil EApourtout A € F: [ satisfait F note /| = F
 Ex:
— Sil(p)=1alorsI E{pVvq,—p=>r}
— Sil(p) =1 alors I ne satisfait pas {pV q, —p}



Interprétations

« Atautologie, ou A valide noté = A
si pour toute interprétation I,1 = A

e F contradictoire, ou F non satisfiable
s'il n'existe aucune interprétation I telle que I = F

« F satisfiable
s'il existe une (au moins) interprétation I telle que I = F

« F déduit semantiquement A note F = A
si toute interprétation satisfaisant F satisfait aussi A

1
oy

A et B sémantiquement équivalentes note A
Si{A}EBet{B}EA
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Logique propositionnelle
Modeélisation

« Un logicien écoute un étudiant énumerer ses ressentis a propos des
cours qu’il suit :
— « J’aime la logique ou j'aime l'informatique, »
— « Sijaime l'informatique alors j'aime la logique. »
« Le logicien en déduit que I'étudiant aime la logique. Pourquoi ?

« Soient a et b deux variables propositionnelles :
— a représente « jJaime la logique »
— b représente « jaime l'informatique »

 Les deux phrases de I'étudiant representees par :
1. aVb
2 b>a

« Deéduction du logicien représentée par a
« Démontrera vb,b>a Ea
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Logique propositionnelle
Substitution

Remplacement d’'une variable p par une formule B dans une formule A,
noté A[p := B], défini par induction sur A :

- plp=B]=8B
— qlp=B]l=qsiq#p
— 1l[p=B]=1

— (41 VA)|p = B] = (4;[p =B v (4,[p == B])
— (A1 AAY)|p = B] = (A1lp == B]) A (Azlp = B])
— (41 = A))|p == B] = (44[p = B]) = (4;[p = B)])

c Ex:(pAg=>q)lgi=rVvs]=7?
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Logique propositionnelle
Propositions

Proposition 1. A € F et B € F, F ensemble de formules.
— FEA>=>Bsietseulementsi F,A E B,
— F E A si et seulement si F, =A contradictoire.

Proposition 2. A € F et B € F, p une variable, I une interprétation.
I' définieparI'(p) =1(B)etl'(q) =1(q) siq #p
Onal(Alp = B]) =I'(4)

Proposition 3. A,A’, B, B’ des formules, p une variable.
— SiE Aalors E A[p == B]
— SiA = A" alors A[p := B] = A'[p := B]
— SiB =B'alors A[p :=B] = A[p := B’|
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Logique propositionnelle
Quelques équivalences

ANA = A

ANB =BAA
ANBAC)=(AANB)ANC
ANBVC)=AAB)V(AAND)
—-(AAB) = -A V-B

A=>B = -AVBHB

1ANA =1

——A =A

AVA =A

AVB =BVA
Av(BvC)=(AvB)VvVC
AV(BAC)=AVB)AAV (D)
-(AVB) = -AA-B
—-(A=>B) = AAN-B

1VA =A
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Logique propositionnelle
Forme Clausale

« Littéral :
variable ou négation de variable

 Clause:
disjonction de littéraux (éventuellement un seul)

* FNC (Forme Normale Conjonctive) :
conjonction de disjonction de littéraux (clauses)
(éventuellement une seule)

« FND (Forme Normale Disjonctive) :
disjonction de conjonctions de littéraux
(éventuellement une seule)
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Logique propositionnelle
Forme Clausale

Proposition 4 : pour toute formule A € F
on a une formule A" € F et une formule A" € F telles que

- A=A =4"
— A" esten FNC

— A" esten FND

16



Algebre de Boole

Tables de vérité

=x (binare): -
0 0 0
nmz(l) 0 1 1
m, 1 0 1
msy 1 1 0

Termes produits : distinction de lignes

 m;:lignei parmin



Algebre de Boole

« Terme produit : intersection des variables d’entree,
complémentées si valeur 0
non complémentees si valeur 1

 Expressionde S: my.So + my.S5; + m,.S, + ms3. S5 Y (m.S;))
— Unseulm; non 0
- 1.85=S;
- m;.1=m;
- x+0=x

- Forme canonique : Forme Normale Disjonctive
Union des termes produits pour lesquels la fonction vaut 1

« Notation ), m (liste des termes produits pertinents)
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Algebre de Boole

Forme Normale Disjonctive

* Toutes fonctions booléennes exprimables avec et, ou, non

 De plus
- x.1=x X=X.x
- 1l.xy=xy X.y=X.y=X.y.X.y
- 1Lxly=x+y X+ty=X+y=Xy=X.X.y.y

« Toutes fonctions booléennes exprimables avec non-et (ou non-ou)

« Ex: DNF - NAND-NAND
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Algebre de Boole

 Notation:
NOT a_>a XOR %jDa@b
AND Cg—}ab NAND {— ab

OR %:}>7a+b NOR Cg:}>@7a+b

« Ex: XOR avec 5 portes simples (AND, OR, NOT)

 Ex:XOR avec 4 portes simples
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