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Lien avec les langages rationnels
Stabilite

* Proprieté de stabilité des langages reconnus par des automates
finis.

« Théoreme
La classe des langages acceptés par les automates finis est stable par :
* Union
» Concaténation
» Fermeture itérative ordre de la démonstration
» Complément
» [Intersection v

* Preuve constructive
— Construction de 'automate pour chaque opération



Lien avec les langages rationnels

Stabilité
 Union
Ll — L(Ml) Ml — (Kl' Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L, = L(M;) M, = (K, %, Ay 85, F) 2 Hyp.KinK, = O

Posons stelques € K,ets & K,.
>M,: ({sJUK{ UK, 2,ALUA,U{(s,¢,59),(5,¢5,)}, 8, FLUF,)

w € L(M.) < (5,w) by (syw) by (f1.8) (f1 € Fy) €L
ou
(5,w) by (SpW) by (F2€) (fz € Fa) <L,

<S> weL VL,

9 L(MU) - L1 U L2



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

« Concaténation

Ly
L,

L(Ml) Ml — (Kll Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

>M,: (KiOUKLE A UAU{(fie52) | fi € Fi},51,F3)

->L(M,) =L{L,



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

 FEtoile de Kleene
Ll — L(Ml) Ml — (KliziAleli Fl)

Posons s tel que s € K,
P>Mg: (KO {shE A U{(s, &5} U{(fies) | fi € Fihs,Fi1 U {s})

> L(MK) — Ll*



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

« Complément
L, = L(My) My = (K1, 2, Ay, 51, Fy)
>M_: (K,%A,s,—F) avec=F; = K- F;
> L(M_) = =L,

Attention M, doit étre deterministe et complet

b b
ex non det. : @}N@Q ab 3 MQ a,b
E E

L(M) = (a U b)* L(M-) = {&}

ex non complet : @ ° @Q ab MQ b

L(M) = a (a U b)* L(M.) = {&} 6




Lien avec les langages rationnels
Stabilite

 Intersection

Ly
L,

L(Ml) Ml — (Kl' Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

* Deux méthodes:

— L(M{) nL(My) = L(M;) v L(My)

— Automate produit, avec M, et M, deterministes et complets

* M, : (K;XK3Z {(p1,02),0,(q1,92)) | (P1,0,q1) € Ay et (p3,0,q2) € Ay},
(S1,82), F1XF3)
» Quadratique en le nombre d’états

9 L(Mn) - L1 N Lz



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

 Retour sur l'union

Ly
L,

L(Ml) Ml — (Kl' Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

Posons stelques € K,ets & K,.
>M,: ({sJUK{ UK, 2,ALUA,U{(s,¢,59),(5,¢5,)}, 8, FLUF,)

* Autre meéthode :
— Automate produit, avec M;et M, deterministes et complets

* My: (KiXKyZ {(Pup2),0,(91,92)) | (p1,0,q1) € Ay et (p2,0,q2) € Az},
(51,52), Fy XK, U Ky XFy)
* Quadratique en le nombre d’états

9 L(MU) - L1 U L2



Lien avec les langages rationnels
Stabilite

* Automate produit — intersection

Ly
L

L(Ml) Ml — (Kll Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

— Automate produit, avec M;et M, deterministes et complets

* Mn: (KiXKpZ {(p1r2),0,(q1,92)) | (P1,0,q1) € Ay et (p2,0,q2) € Ay},
(S1,52), F1 XF)




Lien avec les langages rationnels
Stabilite

« Automate produit — union

Ly
L

L(Ml) Ml — (Kll Z,Al, S1, Fl) 9 Méme 2
L(MZ) MZ = (Kz,z,Az,Sz,Fz) 2 Hyp KlmKZ =

— Automate produit, avec M;et M, deterministes et complets

* My: (KiXKpZ {(p1r2),0,(q1,92)) | (P1,0,q1) € Ay et (p2,0,q2) € Ay},
(s1,52), F1 XK, U Ky XF,)
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Lien avec les langages rationnels
Inclusion des classes de langages

« Théoreme
La classe des langages acceptés par les automates finis contient les langages
rationnels.

« Exemple
(ab U aba)’

—0*©
—0*-©

w  —O=000

s —O+00+0-0*0
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Lien avec les langages rationnels

Inclusion des classes de langages

Exemple
(ab U aba)’

ab U aba

(ab U aba)’

O

12



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Théoreme
Un langage est rationnel ssi il est accepté par un automate fini.

* Preuve

On suppose qu'on a numeéroté (ordonné) les états.
Soit M = (K, X, A s, F) un automate fini (déterministe ou non). |[K| = n.

K={q1vq2..qn}, s = @1

Le langage reconnu par M est la reunion de tous les langages reconnus en
parcourant tous les chemins possibles dans le graphe.

> A chaque chemin allant de s a f (€ F), on associe le langage trouvé.

13



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

On pose R(i,j, k) = I'ensemble des mots obtenus par lecture de
I'automate M

— en partant de l'état g,,

— en arrivant dans l'état g; (avec le mot vide),

— en ne passant que par des états intermediaires dont le numeéro est < k.

R(i,j, k) estun langage

R(,j, k) {w [(q;,w) k3 (q;,€) sans passer par des états intermédiaires
dont le numéro est > k}

R@,j,n) = {w]|(qiw) Fu (g; €)}

L(M) = U R(1,i,n)

l|q;EF

14



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

* R(i,j, k) estunlangage rationnel dont on peut calculer la representation
par récurrence sur k.

* Preuve

R(i,j, k) = R(i,j,k— 1) UR(, k,k—1). (RUk,k, k — 1)) .R(k,j,k — 1)

 Exemple
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Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Forme speciale de M (L(M) inchangé) :
— Un seul état final f
— Si(p,o,q) €A, alorsp + fetqg+s (pasderetourde f ou vers s)

e s=gq,_,etf=gq,,alors L(M) =R(n—1,n,n)
« Exemple 5




Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
— R(i,j,0) - étiquettes sur les fleches.
— Principe : calculer R(6,7,7)
R(6,7,7) =R(6,7,6) U R(6,6,6) R(6,6,6)" R(6,7,6)
=R(6,7,5) U R(6,5,5)R(5,5,5*R(5,7,5) U ..

Fastidieux = = on calcule les R(i, j, k) de proche en proche.

= On supprime g, (ce qui revient a calculer R(i,j, 1))
= On supprime g, (ce qui revient a calculer R(i, j, 2))




Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Regles de suppression d’'un état g,
— Pour chaque paire d'états q; # q et q; # qx pour lesquels il y a une fleche
de q; a qy étiquetée par A et une fleche de gy a q; étiquetée par B
 On ajoute une fleche de g; a q; étiquetée par A.C*. B, ou C est I'étiquette de la
fleche de g, a q; ; s’il n'y a pas de fleche de g, a g, C = @, donc C* = {¢}, la
fleche de q; a q; est donc étiquetée par A. B

- S'il'y a déja une fleche de q; a q; étiquetée par D, I'étiquette devientD U A.C*.B
— Pour chaque paire d'états q; # q et q; # qx pour lesquels il y a une fleche
de g; a q; étiquetée par D et pas de fleche de q; a g, ou de gy a q;
« Letiquette de q; a g; reste D
— On supprime g, et toutes les fleches entrantes et sortantes

CIF oy o g
(e
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Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
R(i,},0) /\ £
a b \ :
()£ :
©) O

On supprime g,

(46, 92) (96,95) (46,97) Oa,b

On obtient R(i,j,1)
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Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
@ &

On supprime g,

(96, 93) (46, G5) Q ab

(94,93) (q4,95)

On obtient R(i, ], 2)

20



Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
R(LJ2) aa N\ 7
() £
) O

On supprime g3

(96, 94) (96,95) (96, q7)
(94,94) (44,95) (92, 97) \_)ab

On obtient R(i, ], 3)

() aba

7
4 sUbUab @

aa U (b U ab)b O(b U ab)a

b U aa Uabb
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Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

« Exemple
R(i,j,3) N
7
A aba eUbUab
(© ‘ ©

b U aa U abb
On supprime g,

(q6,95) (q6,97)

aa U (b U ab)b (b U ab)a

On obtient R(i, ], 4)

2 (e U ab) U (aba((b U ab)a)*(s Ub U ab)) @S

N
W) U (aba((b U ab)a) (aa U (b U ab)b))

Qa,b
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Lien avec les langages rationnels
Caractérisation des langages rationnels

 Exemple

R(i,j, 4)
2 (¢ U ab) U (aba((b U ab)a) (¢ U b U ab))

N
On supprimN%) U (aba((b U ab)a)*(aa U (b U ab)b))

Oa,b
e

On obtient R(i, ], 5)

) (¢ U ab) U (aba((b U ab)a) (¢ U b U ab))

—/

Donc R(6,7,5) = R(6,7,7) = L(M) = € U ab U aba(ba U aba)*(¢ U b U ab)
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