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Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Contexte a droite relativement a un langage

« Définition
Soit L < X* un langage
On définit pour un mot u € X* son contexte a droite relativement a L :

R(u={zeX*|uzel}
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Equivalence des mots suivant un langage

» Définition
Soit L < X* un langage et x, y € £* deux mots.

On dit que x et y sont équivalents suivant L, et on note x =,

si pour tout mot z de X* :
xzelssiyzel

* Propriéte
~_est une relation d’equivalence

On note [w], la classe d’équivalence du mot w.
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Equivalence des mots suivant un langage

« Exemple L = (ab v ba)*
Chercher les classes suivant ~ dans **

—_ [g] = |

— [a] = La

— [b] =Lb

— [aa] =L (aa U bb) *
— [bb] = [aq]

— [bba] = [aa]

— [aaa] = [aa]

— [@ab]=L=[ba]=[¢] carab el
On montre facilement par récurrence qu’on a toutes les classes

— On obtient 4 classes d’équivalence :
>*=Lulaulbul(aaubb)Z*
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Equivalence des mots suivant un automate

» Définition
Soit M = (K, %, §, s, F) un automate déterministe (fini), et x, y € * deux mots.

On dit que x et y sont equivalents relativement a M, on note x ~\ v,
ssi il existe un état q de K tel que :

(S’ X) |_M* (q’ g) et (S’ Y) |_M* (q’ g)

« M étant déterministe, si on note qy(x) I'état auquel on parvient dans M en
lisant x, on a :

X ~m Y SSi qu(X) = qu(y)
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Equivalence des mots suivant un automate

* Propriétés
— ~m €est une relation d’équivalence.

— On note E la classe d’équivalence des mots x tels que qy(x) = q
E, = & si I'etat est inatteignable

— Il'y a autant de classes d’équivalence que d’états atteignables (accessibles).
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Equivalence des mots suivant un automate

« Exemple o .
/ (Partie inatteignable)
ql | q8
{O)— b
b a a b
b a
O
q4 q7

[e] = Eq1 U Egs
[a] = Eq2

[b] = Eqs U Eqe
[aa] = Eq5
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Equivalence des mots suivant un automate
« Ey=L(M9) avec M= (K, Z, 3, s, {q})

e Théoreme

Pour tout automate fini déterministe M et deux mots x, y € 2*, on a :
SI X~y yalors x =gy

(on dit que ~y, raffine = )

Les classes de ~) sont plus petites (et incluses) dans les classes de ~
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Automate standard

Théoreme de Myhill — Nerode

Soit L < X* un langage rationnel.
Il existe un automate déterministe ayant | 2*/ ~ | états acceptant L.
(C’est-a-dire autant d’états que le nombre de classes d’équivalence suivant ~;.)

Cet automate a le plus petit nombre d’états possibles

Il N’y a qu'un seul automate vérifiant cela

On appelle cet automate I'automate standard de L
(ou automate minimal de L).
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Automate standard

* Preuve (constructive) :

M= (K, %, 9, s, F) automate standard d'un langage L, avec
— K={[x], x e Z*}

— s =]¢]

— F={[x],xe L}

— 0 : définie par 5([x], a) = [xa]
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Automate standard

« Kest fini car L est reconnu par un automate déterministe M’
| 25~ [ 2| 2% T~ |

« O bien définie : si [x] = [y] alors [xa] = [ya]
(clair car : x _ y = xa = ya)

« L=L(M)
(i) on montre d’abord que ([x], y) |—M* ([xy], €) (par induction sur |y|)
(i) V x € ¥, x € L(M) ssi ([€], x) |—M* ([x], e)et[x] e Fiex e L
(par définition de F)
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Automate standard

 Exemple

12



Minimisation des états
Théoreme de Myhill — Nerode

Corollaire (Myhill — Nerode)

e Théoreme

L est rationnel ssi ~ a un nombre fini de classes d’équivalence.
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Minimisation d’un automate donné
o Définition
Soit M = (K, %, 3, s, F) un automate fini déterministe.

On note M(q), pour g € K, l'automate (K, %, 9, q, F).
(Avec cette notation, M = M(s).)

On dit que p et g sont deux etats equivalents de M, et on note p =q,
ssi L(M(p)) = L(M(q)).

e p=qQgssivVwelX,
— soit (p, w) fu" (f1, &) ( W) v (f2, &) avecfy, f, e F
— soit (p, w |‘|v| (94, €) et (q, w) |‘|v|* (92, €)avec gy, 9, ¢ F

classe d’équivalence des mots x tels que qy(x) = p
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Minimisation d’un automate donneée

* Propriété
M= (K, Z, o, s, F) sans états inatteignables (E, # & V p € K).

Soientpetq € K. (IveZf|E,cvl]etEscv]) < p=q

« Corollaire

= sur K induit une relation d’équivalence sur * / ~; (notée =)
deéfinie par E, ~ E;ssip=q

Chaque classe d’équivalence correspond a une classe de la forme [v].
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Minimisation d’un automate donneée

Deux états équivalents sont ceux qu’on doit fusionner pour obtenir
I'automate (minimal) standard.

On garde les fleches entrantes et on oublie les fleches sortantes de
'un des états (qui sont étiquetées par toutes les lettres de X)
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Minimisation d’un automate donneée

« Concretement
On calcule = puis on fait la fusion.
= est calculée comme la limite de (5),  n.
=, définie par :

P =; g ssi pour tout mot w de longueur < i tel que
(p, W) |_|\/|* (f']’ 8) et (q’ W) |_|V|* (f2! 8)
on a f1 e Fe f2 e F

(ou L(M(p)) N (k=o' Z) = LIM(q)) N (=o' Z¥) )

VieN: P=gSpsqQ
et psqep=s4Q
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Minimisation d’un automate donneée

* Proprieté
Pour tout couple (p, q) e K2etn>1ona:
P=,Qssip=,1Q
et VoeZ op,oc)=.0(q, 0)
ql
« Exemple
O

q2 L a T~ q3
ol
a b

gi=pQszcar qieFetg;eF
JQz=oQqscar qy e FetqyseF
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Minimisation d’'un automate donnée

ql . q2 L a q3
- Exemple LO) O .

b a a b

{1 =1z Car d1=09s et 0(qy, a) =, 5(qs, Q)
(0(q4, @) = g, et 0(qs, @) = d, et {q,})
0(q1, b) =0 6(q3, b)
(0(q1, b) = q4 et 8(qs, b) = gg et {d4, d6})

Qo #1 Qq Car 0(qy, a) #, 0(a4, a)
(0(a,, @) = g5 et d(qy, @) = q4 et {q4, q3} et {qs})

19



Minimisation des états
Minimisation d’un automate donneée

Exemple {0)

=0 - {q1, CI3}, {CI2, d4, Js; q6}

=1 :{q4, da}, {92}, {d4, e}, {qs}
=, {44, s}, {d2}, {d4, 6} {qs} q4

(CGa ne change plus)

Finalement :

d1 =03
d4 =06

{94, q6}
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