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Pourquoi ?

* Niveau matériel = modele logique
* Niveau programme : preuve de proprietée = logique
« Niveau applicatif, BD : vérification de propriétés = logique

* Plus généralement
— Criticité : sécurité, sureté ...
— Financier
— Pas d’ambiguite



Syntaxe
o PV ={xq,x5,..,%X, ..}uUnensemble infini de variables propositionnelles

 Ensemble F des formules du calcul propositionnel : ensemble inductif
— x variable propositionnelle alors x € F
- l1Le F
— SiA€e Falors -A€e F
— Side FetBe FalorsAvBe F,ANBe F,A=B€ F

*  Formule atomique : soit une variable propositionnelle, soit L
* Notation: A= B:(A=>B)AN(B > A4)

* Priorités : - > A > VvV > =
« Associativité :  a gauche pour A et v, a droite pour =

- ExX:pvg =>r



Sémantique
- Sens des formules - interpréetation dans I'algebre de Boole

* Interprétation du calcul propositionnel : fonction I : V - B
— V ={xq,%x3, ..., Xp, ...} :variables
- B=1{01}

« ] etendueaF
— Cas des variables déja traité
- I(L)=0
— A € Falors I(=4) = I(4)
— A€ FetBe FalorsI(AvB)=1(A) +1(B)
— A€ FetBe FalorsI(AANB) =1(A). I(B)
— A€ FetBe FalorsI(A=>B)=1(A) = I(B)

Seule verite autorisée, valeur de verite de A € F notée I(A)



Algebre de Boole

George Boole 1815 — 1864 (Royaume-Uni)

SN

Booléens : oui, non ; 0, 1 ; haut, bas ; rouge, noir ; etc.

Relation d'ordre : 0 < 1

Soit B = {0,1}. Opérations :

- :B-B complément
— +: BxXxB - B U, ou, disjonction, max
— :BxB->B N, et, conjonction, min

— 3BXB—-B Si ... alors, implication
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Algebre de Boole

O : minimum, 1 maximum

x.1=x x.0=0
e x+0=x x+1=1

« Complément:x.x=0 x+ x=1

« Commutativité
 Associativité
o Distributivité

 De Morgan :
- X.y=x+Yy
+y=Xx.Yy

=



Tables de veérite
« |dée : notation par extension

« Une ligne par valeurs possible des variables
« Présentation des sous-fonctions en colonnes

* Fonctions booléennes : par extension, une fonction par table de vérité
-> combien ?



Interprétations

* Interprétation : fonction:V -» B

« Soit 4 une formule.
I1(A) =1 :1 satisfait 4 noté/ = A
« Ex:
— Sil(p)=0eti(gq)=0etI(r)=0alors] Epvg>r
— Sil(p)=1eti(qg) =1etiI(r) =0alors I ne satisfaitpaspvg=>r

» Soit E un ensemble de formules.
Sil EApourtout A € E: I satisfait E note /| = E
« Ex:
— Sil(p)=1alorsI E{pVvq,—p=>r}
— Sil(p) =1 alors I ne satisfait pas {pV q, =p}



Interprétations

A

. formule, E : ensemble de formules, I : interprétation

A tautologie, ou A valide noté = A
si pour toute interprétation I,1 = A

E contradictoire, ou E non satisfiable
s'il n'existe aucune interprétation I telle que I = E

E satisfiable
s'il existe une (au moins) interprétation I telle que I £ E

E déduit sémantiquement A note £ = A
si toute interprétation satisfaisant E satisfait aussi A

1
oy

A et B sémantiquement équivalentes note A
si{A}eBet{B}EA
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Modélisation

« Un logicien écoute un étudiant énumerer ses ressentis a propos des
cours qu’il suit :
— « J'aime l'informatique ou j'aime la logique »,
— « Sijaime l'informatique alors j'aime la logique ».

« Le logicien en déduit que I'étudiant aime la logique. Pourquoi ?

« Soient p et g deux variables propositionnelles :
— p représente « jaime I'informatique »
— q représente « jJaime la logique »
 Les deux phrases de I'étudiant representees par :
1. pVq
2 p>q
« Deéduction du logicien representee par g
« Demontrerpvg, p=>q Eq
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Remplacements

* Ne pas confondre avec les substitutions (de variables)

«  Remplacement d’'une variable propositionnelle p par une formule R dans
une formule A, noté A[p := R], défini par induction sur A :

- rlp=R]=R
— qlp=R]=qsiq#p
— 1L[p=R]=1

« Ex:(pAg=>q)lg:==rvVvs]=?
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Quelques résultats

* Proposition 1
A € F etB € F, E ensemble de formules
— EEA=B ssi EU{A} EB
— EEA ssi  E U {—A} contradictoire

* Proposition 2
A€eFetReF, peV,I une interprétation
I' définieparI'(p) =I(R) etl'(q) =1(q)siq #p
Onal(A[p:=R]) =I'(4)

* Proposition 3
AEF, BEF, REF, ReEF,peV
— SiE Aalors E A[p == R]
— SiA =B alors A[p == R] = B[p = R]
— SiR=Ralors A[p:=R]=A[p = R']
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Quelgques equivalences remarquables

ANA = A AVA =A

ANB =BAA AVvB =BVA
ANBAC)=(AANB)ANC Av(BvC)=(AvB)VvVC
ANBVC)=AAB)V(AAD) AV(BAC)=AVB)AAV (D)
—-(AAB) = -A V-B -(AVB) = -AA-B

A=>B = -AVB -(A=B) = AAN-B

1ANA =1 1VA =A

——A4A = A

14



Systemes de preuve

Systémes de preuve par séquents : Gerhard Gentzen (1909 — 1945)
— Déduction naturelle
— Calcul des séquents : LK, G ...

Systémes de preuve par résolution
— A partir de formes clausales
— SAT solving ...
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Séquents

Sequent : paire (I A) noté T' + A
— I'={44,..,A,} et A ={By, ..., By} : ensembles de formules
— I': prémisses, A : conclusions
— I satisfait (I',A) ssil = (A, A-ANA,) = (B1V - -VB,)

« Rappel ensembles inductifs
— E :ensemble, R : ensemble de regles sur E
— Schéma d’'induction : (E,R)
— Ensemble inductif : la plus petite partie close pour (E, R)

« On définit un schéma d’induction (E, R) avec E : ensemble de sequents

¢« R={

* On obtient un ensemble inductif nommeé séquents prouvables
16



Calcul des séquents
Regles du systeme G

R =1

'FAA T,ARA
'AA T,BEA
ILAFA T,BEA
[A,BFA
'FAA
IA+-AB
I'-AAB
'AA THAB
[AFA

'u{A}estnoterl, A

N 2 2 R

[AFAA
A

[A=>BFA

[LAVB F A
[LAAB F A
[L=AFA

'-AA= B
'-AAVB
'-AANANB
' -A —A

}
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Calcul des séquents
Regles du systeme G — exemple 1

X={p+Fpnq (1)
p,qtq (1)
p,p=>qgkq (3) a partir de (s1) et (s2)
p=>qtq (1)
pvVgp=>qFq } (4) a partir de (s3) et (s4)
R={ - [AFAA (1)

'AA TL,LBEA
LLAFA T,BEFA

\)

MA=BFA (3)
[AVBFA (4)

\)
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Calcul des séquents
Regles du systeme G — exemple 2

X={pkpq

P, qtq
pP=>qFq
pF®=q) =>q
Fp=>@®=>9)=>q }

'AA TL,LBEA

ILAFAB

(1)
(1)
(3) a partir de (s1) et (s2)
(7) a partir de (s3)
(7) a partir de (s4)

[LAFAA (1)

MA=BFA (3)

'-AA=B (7)
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Calcul des séquents
Regles du systeme G

R =1

F'EAA T,AFA

'AA T,BEA
LLARFA T,BEA
[A,B F A
'FAA

ILARAB
I'-AAB
'FAA T RHARB
[LAEFA

\)

N

N

[LAFAA
A

A= B FA
[LAVE FA
[LAANB FA
[,L-AFA

'-AA=B
'-AAVE
'-AANB
A A }

(axiome)

(coupure)

i
QP

U
<

20



Calcul des séquents
Regles du systeme G

T AL A4

'-AA TILBEA
(=¢)
A= B FA

[AFA RBFAV
[AVEFA (Ve)

A B F A .
RAABFA(G)

I'FAA
IﬁﬁAr—A(ﬁG)

F'EFAA TLAEA

I A (coupure)

ILAFAB

=
FFAA:B(D)

I'-AAB

\V
FFAAVB(D)

A A FFABA
T'AAAB (Ap)

[LAEFA

[+ A —A (=)
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Calcul des séquents

Proposition
Les régles du Systéme G sont correctes

Théoreme

I' - A prouvable par Systeme GssiTl' E A

22



Déduction naturelle

Séquent particulier : paire (I',B) noté I' - B
— I'={44, ..., A,} : ensemble de formules

— B : formule

— I satisfait (I',B) ssil = (A, AANA,) =B

Prémisses
Conclusion

23



Déduction naturelle

Regles

R={

'EA

ILArB
'EA

'kB

'kA, T'kB
[LARFL

'FA=DB, THA

'AvEB, TWARC, T'BEC

'FAAB

'FAAB
'k—-4, THA

[=A -1

\)

R A

L1 1]

\)

AR A
ILBEA

'HA=F
'FAVE
'FAVE

'FANAEB
' - —A

'EB
'EC
'EA

I'-B
L1

-4 }

(L) 24



Déduction naturelle
Exemple 1

X={ pvVagpr=qpkp=>4q
pvVapP=>9p*FDp
pvVap=>9p+q
pvVaq,p=99*-q
pvVqgp=>qr-pVq
pvVqgp=>qtrq}

'FA=>B, T+HA
'AvB, T)A-C, TLBrC

ax) (s1
ax) (s2
=.) a partir de (s1) et (s2) (s3
X)

ax) (s5
V,) a partir de (s3), (s4) et (s5) (s6

Q)

(
(
(
(
(
(

- T,AFA (ax)



Déduction naturelle
Exemple 2

X={ pp>qkp>q

pP=>qFp
pP=>qFq
pF®=q) =>q
Fp=>@®=>9)=>q }

ILA-B

'FA=>B, T+HA

(ax)
(ax)
(=) a partir de (s1) et (s2)
(=;) a partir de (s3)
(=;) a partir de (s4)

- T,AFA (ax)
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Déduction naturelle
Regles de la déduction naturelle

[ARA

[LAE

B

(ax)

=.
I‘I—A:>B( i)

'FA

AV

'HA T'HB

BW

9
i

'k A

[A
' - —-A

AB

(—i)

(Ai)

'kB

'FAVEB

(v

l

)

[ A
F,BI_A(aff)
[FA=85 TFEA
'R (e)
'-FAvVvE TARC RBFCV
F'-C (Ve)
CRANE [FANE
' A (Ae 'R (Ae)
FFW4FFA( ) [, A F i
I - e rra Ch)
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Déduction naturelle
Exemple 1

pVvVqgp=>qktq prouvable ?

Prouver' - q,avec'={pV q,p = q}

ax ax
FpVq P EP qFD
Ve
ax

Fp=gq - p

:>8
- q
TFAVB T,ArC T,B+C TFA=B TFA
(Ve) (=e)

[+C I
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Déduction naturelle
Exemple 1

pVvVqgp=>qktq prouvable ?

ProuverI' - q,avecl’ = {pV q,p = q}

ax

ax

PEP=q PED

. :>e

ax ax
FpVq P Fq qFq
Ve
- q
TFAVB T,AFC T,BrC TFA=B TkHA
(Ve) (Se)

'EC

kB
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Déduction naturelle
Exemple 2

Fp=>(p@=q9) =>q prouvable ?

ax ax
pp=qFp=4q pp=qFp

p,p=qFq

=i

pF((=>q)>q

=i

Fp=>(P®=>q) =>9q

ILARFEB ''HFA=B5 T'kFA
=.
FI—A:»B( i) F'+RB

(=e)



Déduction naturelle

Regles dérivees

« Systeme précédent : ensemble minimal

— Démonstrations parfois longues

— Introduction de regles utilitaires : regles deérivables

« Exemple

IA-B T'FHA

I'+-B

(coupure)

[LA+-B
=i

['HFA=>RB

'HA

On a une nouvelle régle (coupure)

I'-B

On n’a pas ajouté de nouveaux séquents prouvables
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Déduction naturelle

Proposition
Les regles de déduction naturelle sont correctes

Théoreme

I' - B prouvable par deduction naturelle ssiT" & B

Preuve
— Sens = (seulement si) : induction surT + B

32



Forme clausale

Littéral
Formule atomique ou négation d’'une formule atomique

- Clause, ou disjonction élementaire
Disjonction de litteraux lyVv--Vvli,, m>0,chaque [ : littéral

« FNC (Forme Normale Conjonctive)
Conjonction de clauses Dy A---A Dy, k > 0, chaque D; : clause
NZ1Vi= I/, chaque U : littéral
« Conjonction élémentaire
Conjonction de littéraux [{ A---An, n> 0, chaque [; : littéral

FND (Forme Normale Disjonctive)
Disjonction de conjonctions élémentaires
C;V--V(, L >0, chaque C; : con,. élem.
Viti Aj=q ll] chaque l{ : littéral
33



Forme clausale

Proposition 4

Pour toute formule A € F, il existe A’ € F et A" € F tq
— A'esten FNC
— A" esten FND

— A=A =4A"

Preuve
— On élimine L avec I'équivalence L=p A —p
— On élimine le symbole = avec I'équivalence A= B = —-AVB
— On « fait rentrer » les symboles — avec les lois de De Morgan
— On utilise les lois de distributivité et d’élimination de la double négation

Exemple
-p>@=>q9) >q =-pV(PpA-q)Vq =(—pVqVgA(—pV-aqVq)

Probleme, nombre exponentiel de clauses

—> utiliser I'équisatisfiabilité plutét que I'équivalence
34



Forme clausale

« Equisatisfiabilité
SoientAeFetBEeF.
A et B sont equisatisfiables si A est satisfiable ssi B est satisfiable

* Proposition 5
Pour toute formule A € F, il existe A’ € F tq
— A" esten FNC

— A et A’ sont équisatisfiables
— La taille de A’ est linéaire en fonction de la taille de A

* Preuve
— Construire A" en FNC tq taille de A’ linéaire en fonction de la taille de 4

— Montrer A et A’ équisatisfiables

35



Forme clausale

 Construction de A’

S1A =1, alors A" = p A —p, ou p est une variable fraiche
SiA=np, alors A" = p
Si A = =B, B de la forme g A B’ obtenu par induction sur B, p une variable fraiche

alors A" =pA(=pV-g)A(pVqg)AB’
SiA = BV C, B de la forme g A B obtenu par induction sur B, C de la forme r A C’
obtenu par induction sur C, p une variable fraiche

alors A" =pA(=pVvVqVr)A(pV-g9)A(pV-ar)AB'AC’
SiA = B AC, B de la forme g A B’ obtenu par induction sur B, C de la forme r A C’
obtenu par induction sur C, p une variable fraiche

alors A" =p APV -qV-ar)A(ApVg A(=pVr)AB' AC
SiA =B = C, B de la forme g A B’ obtenu par induction sur B, C de la forme r A C’
obtenu par induction sur C, p une variable fraiche

alors A" =p A(=pV—qVr)A(pVg A(pV-ar)AB'AC

!/

« Exemples
—a=>b ~dA(=dV-aVb)A(dVa)A(dV -b)
— aA—=a »dA(dV=-aV-ac)A(=dVa)A(=dVec)A(=cV=a)A(cVa)

ATTENTION  Avec cette construction, 4 valide n’implique pas A’ valide

En revanche, si A contradictoire alors A’ contradictoire 36



Résolution en logique propositionnelle

« Rappel
— E E A ssi E U {—A} contradictoire
— En particulier A valide ssi —=A contradictoire

« Systeme de preuve par résolution
Soient C et C' deux clauses, L un littéral, p une variable propositionnelle
Régles d’inférence

Cvp C'V-p - CVLVL
v (résolution) Vi

(factorisation)

Factorisation aussi appelée contraction

* Proposition 6
Les régles de résolution et factorisation sont correctes
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Résolution en logique propositionnelle
Deduction

e Deéduction par résolution
Soient E un ensemble de clauses (les hypothéses) et C une clause (le but)
Une deduction par résolution de C a partir de E est une suite Cy, ..., C,, tq
- C,=C
— Pourtouti,1<i<n
« SoitC; €EE
* Soit C; obtenue a partir de ; (j < i) en appliquant la regle de factorisation

- Soit C; obtenue a partir de C; etC;, (j < i, j' < i) en appliquant la regle de
résolution

* Proposition 7
Soient E un ensemble de clauses (les hypothéses) et C une clause (le but)
S’il existe une deduction par résolution de C a partirde E, alors E = C

* Preuve
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Résolution en logique propositionnelle

Réfutation

Réfutation
Soit E un ensemble de clauses

Une réfutation de E est une déduction par résolution de @ a partir de E

Théoreme

Soit E un ensemble de clauses

E est contradictoire ssi il existe une refutation de E

Exemples
Fi:p=>{@=4q)=>q

_IF1

p

~ {p,—pVq,q}

pVgq

q —q
0

F: ((avb)=>(avcec)=(aVv(b=>c))

—F, ~» {=bVaVc, —a,b,c}

-bVvavVvc

—a

-bVcC

—C
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Résolution en logique propositionnelle
Réfutation

« Azolan, Danceny et Valmont sont chevaliers ou valets

* Les valets mentent, les chevaliers disent la vérite
(affirmation Azolan)  Azolan dit : Danceny est un valet
(affirmation Danceny) Danceny dit : Azolan et Valmont sont du méme type

 Montrons que Valmont est un valet

 Modélisation
a : Azolan est un chevalier
d : Danceny est un chevalier
v : Valmont est un chevalier
af fA:—d
affD : (@Av) V (=a A —v)
Hypothése 1: (aAaffA) vV (ma A —affA)
Hypothése 2 : (dAaffD) V (=d A =affD)
A montrer : —v Donc réfuter : v

Clauses:{avd, maVv—-d, dV—-aV-v, avdVv, aV—=vV-d, vV-aaV -d, v}



