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Vocabulaire

« Symboles d’un langage (vocabulaire) du premier ordre :
— S ={f,g,h,..}: symboles de fonctions avec fonction d’arité :
ar : Sy — N\ {0}
- S0 =1{a,b,c,..}: symboles de constantes (fonctions d’arité 0)

— 8 ={P,0Q,R, ...} : symboles de relations (prédicats) avec fonction d’arité
ar : g — N

« Remarques
— 1 est un symbole de relation O-aire
— = est un symbole de relation binaire



Termes

On ajoute un ensemble infini de variables :
— V={x,y,z ...} : ensembles de variables

Ensemble T des termes sur un langage L :
— Les variables et les constantes sont des termes
— Si tq, ..., t, sont des termes et f un symbole de fonction tq ar(f) = n,
alors f(tq, ..., t,;) est un terme

Un terme clos est un terme qui ne contient pas de variables

T est le plus petit ensemble contenant les variables, les constantes,
et stable par l'application des symboles de fonctions de £ a des termes



Substitutions

« Substitution : fonction o : ¥V — T, domaine noté dom (o)

 On note [x; = tq, ..., x, = t,] la substitution de domaine {x, ..., x,;}
quiassociet;ax; pourl <i<n

« Application d'une substitution o sur un terme t, notée to :
— Sit=a(a:constante), toc = a
— Sit=x, x €dom(o), toc = o(x)
— Sit=y, yé&dom(o),toc =y
— Sit=f(ty, .., ty), to = f(ty0, ..., t,0)

 Leterme u filire le terme v s’il existe o tq uo = v

 Lestermes u et v sont unifiables s'il existe o tq uo = vo



Formules

« On ajoute les connecteurs et quantificateurs :
— Connecteurs du calcul propositionnel : =, v, A, =
— Quantificateur universel : V
— Quantificateur existentiel : 3

« Ensemble F des formules :
— Si tq, ..., t, sont des termes et R un symbole de relation tq ar(R) = n,
alors R(t4, ..., t,) est une formule (atomique)
— Si A est une formule, alors —A est une formule
— Si A et B sont des formules, alors AAB, AV B, A = B sont des formules
— Si A est une formule et x une variable, alors Vx A et 3x A sont des formules

vV et 3 : priorité minimale
 Formule atomique :
— Soit L
— Soit R(ty, ..., t,) avec tq,..,t, : termes, R : symbole de relation n-aire



Formules

 Ensemble des sous-formules d’'une formule A, noté SF(A) :
— Si A est atomique, SF(A) = {4}
— SiA=-BouVxBouixB,SF(A) ={A} USF(B)
— SiA=BACouBVCouB=C,SF(4) ={A} USF(B) USF(C)

« Langage d'une formule A, noté L(A) : 'ensemble (fini) des symboles de A

« Taille d'une formule A4, notée t(4) :
nombre de connecteurs et de quantificateurs apparaissant dans A :
— Si A est atomique, 1(4) =0
— SiA=—-BouVxBouidxB,1(4) =1+ 1(B)
— SiA=BACouBvCouB=C,17(4A) =1+ 1(B)+ 1(C)



Variables libres et liées

« Ensemble des variables d’un terme t, noté V (t) :
— Si t est une variable x, V(t) = {x}
— Sit est une constante, V(t) = @
— Sit=f(ty,...t,), V@) =V(t) U ..uV(t,)

« Ensemble des variables libres d’'une formule 4, noté FV(A) :
— SiA=R(tq, .., ty) (R : symbole de relation), FV(t) =V (t;) U ..UV (t,)
— SiA =B, FV(A) = FV(B)
— SiA=BACouBVCouB=C,FV(A) =FV(B)UFV(C)
— SiA=VxBou3dxB,FV(A) =FV(B) \ {x}

 Ensemble des variables liees (muettes) d’une formule A, noté BV (A4) :
— Si A =R(ty,...,t,;) (R : symbole de relation), BV(t) = 0
— SiA =B, BV(A) = BV(B)
— SiA=BACouBVCouB=C,BV(A) = BV(B) UBV(C)
— SiA=VxBou3dxB,BV(A) =BV(B) U {x}



Variables libres et liées

« Deux formules sont a-equivalentes si elles sont syntaxiquement
identiques a un renommage pres des occurrences des variables liees

« Sipourune formule 4, FV(A) = @, A est dite close

« Sipourune formule A, FV(A) = {x4, ..., x,},
la fermeture (universelle) de A est la formule close Vx, ...Vx,, A



Substitutions

- Application d'une substitution o sur une formule A, notée Ao :
— SiA=R(ty,..,t,), Ac = R(ty0, ..., t,0)
— SiAd =-B, Ac = Bo
— SiA=B6@CavecOe{AV,>}, Ao =Bo 0 Co
— SiA=QxBavecQ €{V,3},si x € Uycaomo\xp V(0(¥)), Ao = Qx Bo

(on remplace les variables non « protégées » par des quantificateurs)



Formules

« Sion se restreint aux symboles de relation d’arité O
— Une formule ne contient pas de variables
— Une formule ne contient pas de termes
— Une formule ne contient pas de quantificateurs

On obtient ... les formules du calcul propositionnel !
« Rappel, 1 est un symbole de relation 0-aire

* Une « variable » propositionnelle est une relation 0-aire (une formule)
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Sémantique

« Structure d’interpretation pour un langage £ : §7 = (D, )
— D : domaine, ensemble non vide
— [ : fonction d’interprétation
* Pour chaque constante c € S¢, I(c) € D
« Pour chaque symbole de fonction f € Sz, ar(f) =n, I(f) : D™ — D
« Pour chaque symbole de relation R € ¢, ar(R) =n, I(R) : D™ — B

- Affectation de valeurs aux variables :
— Fonctionv:V — D
— v[x = d] pour d € D est la fonction v’ :
e vV'(x)=d
* v'(y) =v(y) poury #x

11



Sémantique

- Valeur d'un terme t, notée I,(t) :
— Sit =a (a:constante), I,(t) = I(a)
— Sit =x (x:variable), I,(t) = v(x)

— Sit = f(ty, ..., tn), Iv(t) = I1(f)(Uy(t1), .-, L,(tR))

»  Valeur de verite d'une formule A, notee I,,(A) :
— SiA=1,1,(A) =0
— SiA =R(ty, .., ty), I,(A) = 1(R)(I,(t), ..., I,(t;,))
— SiAd =B, 1,(4) =1,(B)
— SiA=BAC, I,(A) =1,(B) - 1,(C)
-~ SiA=BvC(,I,(4) =1,(B) +1,(0)
- SiA=B=C,1,(4) =1,(B) = I,(C)
— SiA=VxB,[,(A) =1sipourtoutd € Dona l,x—q(B) =1, 0sinon
— SiA=3xB,I,(A) = 1s’il existe un d € D tel que L,[x—q;(B) = 1, 0 sinon
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Sémantique

A et B : formules, E : ensemble de formules, I : interprétation

* [,(A) ne dépend pas des variables liées
« SiBV(A) =09, alors I,(A) = I,,(A) pour toutes valuations v et v'

« Sil,(A) =1, alors I, satisfait A, noté I, £ A
« Sil, =EApourtout A € E, alors I, satisfait E, noté I,  E
« S’il n’existe aucune I, telle que I, £ E, alors E contradictoire

« Sil, E A pour tout I et tout v, alors A valide noté = A
« Sil, E Apourtout! ettoutvtellesquel, £ E,
alors E deduit sémantiqguement A note £E £ A

« Si{A} EBet{B} E A,alors A et B sont semantiguement equivalentes
notée A =B

13



Quelques résultats

* Proposition
A et B formules, E ensemble de formules
— EEA=B ssi EU{A} EB
— EEA ssi  E U {—A} contradictoire

14



Quelgques equivalences remarquables

Celles du calcul propositionnel

Vx 1A=-3dx A Vx A= —-3x A
dx 1A = - Vx A dx A = aVx =4

Siy & FV(A) alors
— Vx A=VyA[x = y]
— Ax A =3y A[x == y]

Six & FV(B) alors

— (VxA)AB=Vx(AAB)
— (VW xA)VB =Vx(AVB)
— (3x A AB=3x(AAB)
— (AxA)vB=3x(AVB)

15



Quelgques equivalences remarquables

s VxVyA=VyVvVxA
e dx3JdJyA=3dy3dx A

e JyVxAEVx3y A

« ATTENTION,onnapasVx3yAkE3IyVx A

16



Déduction naturelle
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Déduction naturelle

* Proposition
Les regles de déduction naturelle sont correctes

e Théoreme

F : formule sans variable libre
- F prouvable par deduction naturelle ssi E F

 Exemples

— Tout homme est mortel ; Socrate est un homme donc Socrate est mortel

« Symboles de constantes : S
« Symbolesderelation: H:1, M: 1

— F(VxAV VxB) = Vx(A VB)
— F=dx A & Vx -4
— FVxA V dx =4 18



Déduction naturelle
Ajout de nouvelles regles

Exemple :

Les regles de la déduction naturelle de la logique propositionnelle

+
'A xn'estpaslibredansT 'FVx A
(vi) — (ve)
'-Vx A ' Alx = t]
' Alx = t] . F'dx A T[LAERC xlibrenidansT,nidans C .
[rara G0 [+-C (3e)
+
''FAx=t] Trt=u
_ (=i) ,_ (=e)
F't=t ' Alx == u]

 Pas de perte de cohérence
F sans variable libre, - F séquent prouvable ssi = F 19




Déduction naturelle
Ajout de nouvelles regles

Exemple :
Les regles de la déduction naturelle
+
'FAx=t] Trt=u
S (=)  reflexivity ayT— (=,)
Ft=s5 'Fks=u T'rFu=t

(=sym) Ssymmetry (=¢rans) transitivity

[[Fs=t [[Fs =t

 Pas de perte de cohérence
F sans variable libre, - F séquent prouvable ssi = F

« Exemple
— L'égalité est symétrique et transitive 20




Déduction naturelle
Ajout de nouvelles regles

Propriete sur entiers :

Ensemble N défini inductivement

— Z c-a-dZ €N
n— S(n) c-a-dS(n) ENsin€N

Prouver P sur N par induction
— Stabilité de F € N tel que sin € F alors P(n)

— On montre
« P(Z) c-a-dZ € F
« SiP(n) alors P(S(n)) c-a-dS(n) E Fsin€F

P(Z) vmP(m)— P(S(m))
vn P(n) (Nind)
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Déduction naturelle
Ajout de nouvelles regles

Propriete sur les listes d’entiers :
 Ensemble L défini inductivement

{ — ] c-a-d[] €L
[ > n=:l,neN c-a-de::l€Lsil €Lpourn €N

* Prouver P sur L par induction
— Stabilité de F € L tel que si I € F alors P(1)
— On montre
* P([D c-a-d[] € F
« Si P(l) alors pour toutn, P(n :: 1) c-a-de::l€Fsil € Fpourn €N

P([]) vnvl'P() — Pn:l1)
V] P(l) (Lind)
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Forme clausale

- Littéral : Formule atomique ou négation d’'une formule atomique
- Clause: Vx; .Vx, (L v---V1,) n =0, chaque : littéral
 Laclause Vx; ...Vx, (11 VeV lq) estnotée l; v---V 1, (pas d’ambiguité)

 Forme Normale Conjonctive (FNC)
Conjonction de clauses  D; A---A Dy, k > 0, chaque D; : clause

NiZ1Viza ll] chaque l{ - littéral

A : formule quelconque ~ A" : FNC tq A et A’ équisatisfiables

(laborieux)
23



Forme clausale

 Forme prénexe d’'une formule A :
Formule de la forme Qx; ... Q,x;, M ou n=0
chaque Q; : quantificateur
M : sans quantificateur
M : matrice de A
Q1x1 ... Qnxy, : prefixe de A

* Proposition
Pour toute formule A € F, il existe A’ € F tq
— A’ est en forme prénexe
— A=A

 Preuve
Equivalences remarquables pour « faire sortir » les quantificateurs

24



Forme clausale

Forme rectifiee d’'une formule A :
— FV(A)NBV(A) =09
— Deux quantificateurs distincts de A lient deux variables différentes

Proposition
Pour toute formule A € F, il existe A’ € F tq
— A’ est en forme rectifiée
— A=A

Preuve
Renommage des variables muettes

25



Forme clausale
Skolémisation

« Suppression d’'un existentiel dans une formule A :
A de laforme Vx; ...Vx; 3x;41 Qi42Xiy2 ..Qux, M i >20,n>1
chaque Q; : quantificateur
M : sans quantificateur
A' de la forme Vx; ...Vx; Q;12Xj12 ... Qux, M' 0OU
- M’ = M[x;q = f(xq, 0, %)
— f : symbole de fonction i-aire frais (fonction de Skolem)

* Proposition
Pour toute formule A € F, il existe A’ € F tq

— A’ est obtenue a partir de A en supprimant un existentiel
— A et A’ sont equisatisfiables (pas équivalentes)

 Exemples
— Vx3y R(x,y) ~ VxR(x, f(x)) f :fournitun y quiva bien pour chaque x
— Ay Vx R(x,y) ~VxR(x,c) c : symbole de constante (fonction 0-aire)



Forme clausale
Skolémisation

« Forme de Skolem d’'une formule 4

Formule A’ tq

— A’ ne contient pas d’existentiels
— Si A comporte n existentiels, A" comporte n nouveaux symboles de fonctions

 Proposition
Pour toute formule A € F, il existe A’ € F tq

— A’ est en forme de Skolem
— A et A’ sont équisatisfiables (pas équivalentes)

* Preuve
On supprime les existentiels un par un

« Exemple
— 3xy Vy; Yy, 3x, { R(xq, f(¥1)) AR(f(¥2), x1) = R(xq,x7) }
~ Yy Vy, {R(6, f(y1)) AR(F(¥2),¢) = R(c, g(¥1,¥2) } 27



Forme clausale

* Proposition
Pour toute formule A € F, il existe A’ € F tq
— A" esten FNC
— A et A’ sont équisatisfiables

 Preuve
1) A partir de 4, déterminer A en forme rectifiée équivalente
2) A partir de A®, déterminerA(® en forme prénexe équivalente
3) Skolémiser A pour obtenir A®), A?) et A®) sont équisatisfiables
4) Supprimer tous les universels de A®) pour obtenir A® équivalente a3 A
5) Mettre A® en FNC (pareil propositionnel) pour obtenir A’ équivalente a A®

= A et A’ sont équisatisfiables

28



Unification

« Rappels substitution
— substitution : fonction ¢ : V — T, domaine noté dom(o)

— On note [x; = t4, ..., X, *= t,] la substitution de domaine {x;, ..., x;,;}
qui associe t; a x; pour 1 < i < n (les x; distincts deux a deux)

— L'application d’'une substitution ¢ sur un terme t est notée to

— Le terme u filtre le terme v s’il existe o tq uo = v
— Les termes u et v sont unifiables s’il existe o tq uoc = vo

 Compositionde o =[x =51, ., X =S, €10 = [y; ==1t1, o0, Vi =t -
substitution [x; = 5,0, ..., x;, = 5,0,y; = tq, ..., Y = t,,] NOt€E 0O
en ayant supprimeé
— Les éléments de la forme x = x
— Les éléments y; == t; tq y; € dom(6) 29



Unification

Probleme d'unification P :s; =t; A-~*As, =t, ou T ou 1

« ¢ solution de P (unificateurde P)sipour1 <i <n, s;0 =t,0
Toute substitution solution de T, aucune substitution solution de L

* Ensemble des solutions de P : U(P)
* Exemple: f(x,a) = f(f(b,y),y) Ay =a
P estunifiable siU(P) # 0

 Deux termes s et t sont unifiables
si le probléme d’unification s = t a une solution

« Deux formules atomiques R(sq, ..., S,,) et R(t4, ..., t,;) sont unifiables

si le probleme d’unification s; = t; A---A's,, = t,, @ une solution
30



Unification

« ¢ solution principale de P (unificateur le plus general de P) si
pour tout unificateur ¢’ de P il existe une substitution y tq ¢’ = oy

* Proposition
P probléme d’unification
Si U(P) # @, il existe une solution principale unique o notée mgu(P)

. _ (most general unifier)
* P, et P, équivalents si U(Py) = U(P,) (A renommage preés)

- FormeresoluedeP:x; =t; A-Ax, =t, x;:distincts deux a deux
hors des t;

« Si P équivalent a forme résolue x; = t; A---Ax, = t,
alors mgu(P) = [xy = tq, ..., X, == t,;]

« Exemple: f(x,a) =f(f(b,y),y) Ay =aéquivalentax = f(b,a) ANy =a
mgu(P) = [x = f(b,a), y = a] 31



Unification
Regles de transformation en forme resolue

. s=s
Trivial
=
Décomposition fs1,i8n) = fta, oo tn)
Sl - tl JANEEEWA STL — tn
Incompatibilite fs1,08n) = gy, oo t) Sif#g
(clash) 1
- - X=y AP x,y € V(P
Union de deux variables X =y A Plx =] Si x,y (P)
x=s AP

Remplacement de variables six EV(P)\V(s)ets &V

x=S5 A P[x:=s5s]

_ X=SAx=t
Fusion

sixEVets, tgVet|s| <]t
X=SANs=t

X1 = tl[xz]p NN Xy = tn[xl]p .
: I LSipyc v oDy FA

(occur — check) .

Test d’'occurrence




Unification

U : ensemble de régles de transformation en forme résolue — algo

Proposition
La transformation est correcte :
Si Py —»y P; alors P, et P; équivalents

Proposition
La transformation est compléete :
Si aucune réegle de U applicable a P;, alors P; en forme résolue

Proposition
La transformation est bien fondéee ;
Pas de chaine P, -, P; =y P, ... infinie

33



Unification

Exemples
— Symboles de constantes : a et b
— Symboles de fonctions : f : 2

- V={xy,2z}
— P : f(a,b) = f(a,a) UP) =@ (clash)
- P: f(x,y)=f(22) UP) =[x =2y = 7]

- P flof@y) =f(f(b2)x)  UP)=0 (clash)
- P @ fO) =f(xX)  UP) =[x = f(a,a),y = az=al

- P ff(x2) = f(f.2),y) UP) =0 (occur — check)

34



Résolution en logique du premier ordre

« SoientL = R(sq,...,S,) et L' = R(tq, ..., t;) deux littéraux positifs ou nég.
On note mgu(L, L") le mgu du probléme d’unification
Sl — tl /\"’/\Sn - tTl

« Systeme de preuve par résolution
Soient C et C' deux clauses, L et L' deux littéraux
Régles d’inférence

CvL C'val o=mgu(L L) CVLVL o=mgu(L,L)

i L.
CoV C'o (rés.) Co V Lo (Jact.)

 Exemple : Clauses Q(x) v R(a,f(x)) etS(y,x) Vv —|R(y,f(b))

Q(x)VR(a,f(x)) S,x)Vv-R(yf (b))
Q(b) vV S(a,b)




Résolution en logique du premier ordre

Déduction, réfutation : pareil propositionnel

Théoréme (pareil propositionnel)

Soit E un ensemble de clauses
E est contradictoire ssi il existe une refutation de E

Exemple E = {C,C,,C3,C,}
— C; : =R(z,2)VR(z,a)

- G Rw,f(y)) VR, y)

— C3 : =R(x,a) VR(x,x)

— Gy : 2R, f(¥)) V=R, y)

} mgu(R(z,2), R(u, f)) = [u = f¥),z = )]
} mgu(R(x, %), R(v, f(»)) = [v = F (), x = )]

C C i C C ,
1 2 rés 3 4 rés

RO a) VR (), y) factly =a] “RU &), &) V=R (), y)

fact [y:=a]

R(f(a), f(a)) —R(f(a), f(a)) s
@ 36



Résolution en logique du premier ordre

« Application : calculer (syntaxiquement) la fonction f (x4, ..., x5,)

* On détermine la relation R¢ (x4, ..., x5, ¥) 1g

Rf(x1, ..., xn,y) vraie ssiy = f(xq, ..., xp) R; ~ ens. de clauses C

« Calcul de f(t4, ..., t,), avec tq, ... t, : termes clos
— On applique la résolution a C, —Rs(ty, ..., tn, ¥)
— On obtient R¢(t4, ..., ty, u) etdonc u = f(ty, ..., t,)

« Exemple
— Symboles de constantes : Z
— Symboles de fonctions : S : 1
— Symboles de relation : Plus : 3 et Mult : 3
— Addition : C = {Plus(Z, x,,x,), = Plus(xq{,x,,y) V Plus(S(xy), x5, S(y))}
« Dériver C,=Plus(Z,S(Z),y) on obtient Plus(Z,5(Z),5(Z))
« Dériver C, =plus(5(Z2),5(Z),y) on obtient Plus(5(Z),5(Z),5(5(Z))) 37



